Marcelo Rufino de Oliveira 


“e cus | 
ELEMENTOS DA 


S LA 
MATEMATICA 
ES SV S SS E EOS : 

E XM REA vocet Е y | 


MEDI 


22 


+ y ^ 
ua у een 
y XJ 1 D? 
a s. 
e ае AS la шз +. + AS 
2 K + E 1 A : Y 
Die са 


e d A a 
x; *xdet А +, 27 
Da 


XIX? + XjX3 + Хүх + 2 Xn IXA 


—An-2 
ntn +1) 
XIX2X3 + XU 3 FAnn n HIS 


( , Equação 
11. Posigöes 
12, Distáncia en 
13. Distáncia en 
14. Ángulos entre Duas Retas 


15. Bissetrizes entre duas Retas .. 


Capitulo 6. Circunferéncia 
Equação Rede. " 
Equagäo Normal jm 


Reconhecimento . 1 
Posigöes Relativas entre Ponto e Circunferéncia 


Posigöes Relativas entre Reta e Circunferéncia 


Іпедџас̧беѕ................. DIL ЕЕС 
Posigöes Relativas entre Duas Circunfer6ncias:. s eee 


eos ea ж ds ЖЛ» Жакай а IN 


A = 


Capitulo 7. Cönicas 
PARÁBOLA 
PPTP 
Elementos Princip es O TORRE 
Equagäo Reduzida 
Rete Tangente 
Equação Polar.............. 
Corda Focal Mínima 
Excentricidade 
Teorema das Tangentes ........ 


Teorema de Pon 
ELIPSE celet para Parábolas 


© сч юл ою; 


12. Equação Reduzida 
Reta Tangente 955 
14. Excentricidade 
- teorema das T. 


eDiretriz....... 
engentes s + xs 


uus lumen Comploxos 


1 
Ponana: # = (бов Û V (aon 0) = amdoi + [agn " 
^ û 


A representação deste número e vmpleso no plano de 


Aryand-Onuss pode ser obtida tragando um 
Kamena vom extemidade na inem de comprimento 2 


n 
+ que faça um ángulo de radianos com o 
6 
sone ronl positivo 


Im 


Li 
Re 


LIL Propriedades da Forma Urigonomó 


trien de um Número € omplexo 
(O No 2, = py (us + Vent) e v, 


Palos 0, + isend) então 
ff» = Plan, tO, уч ТШ + ШИ 
Demonstração 


ШЕ 0, + Ion ses 0; Len 01) ENT 
Pipa] (vox 0, con Oy = nen Uy sen 05) + нер Û 
Piel cos (0, + 03) + Lon (0, + 0| 
Assim, concluimos que IB) argiz) arg), 
Uma vor que qualquer argumento está entre O e In, se 
JA, devesse tomar como argumento de art ta) a 1” 


Leos Oy + sen Ozcos 0,)] = 


por um acaso a = arg(z;) + argen) for maior que 
determinação positiva de a, 


Un Se £, ру (сох, t Laend)) ez, = Poteos 0, + isend) então 
Ч. PLicos(0, = 03) 4 
п Pa 

Demonstração: 


Ey ¿Pr SONO, леп) ру cont, tis 


n(0, = 0,)], 2; #0, 


n0, cost; = 
#3 Pa CORD, (леп — pa CORD, ene, CORD, = 
py (CORO) соз, + send; send, ) i Msent cos O end z, cos 0, ) “ 


I ; PLtcos(9, = 05) *isen(0, -0,)] 
P" con" Oa v sen Oy Po 


z 4 
Portanto, podemos concluir que “| P» )- arg(4; = argiz), zy v 0. 


Uma vor que qualquer argumento está entre Û e 27, ве por um acaso a = Arg(Z1) = arg(z;) for menor que 
0, devesse tomar como argumento de агра йез) o valor de 2л = a, 


Loud 
UH) Se x = preos 0 + Lsen O) então * кке + bsen(-0)] 


Demonstração; _ : — MÀ 
Escrevendo o numero complexo | na forma polar: 1 Ecos 0 +1 
ШЕКТ ҮЛҮ ТД 


‚sen 0) 


Logo: 


1 F 
I [cos 0) + Lsen(-0)] = —[cos 0 = isen] 
=Z SOR O + LAGO р 


vos(0 = 0) + isen(0 = 0) = 


93 
2 
8) (ITA-96) O valor da poténcia (2) é: 


cbe y zi ala ala + 


* ra 
Solução: 
v2 WII v2 ESO E 
Inicialmente vamos colocar na forma polar: Tai = КЕШЕП xe = co Ri A 


93 93 
42 TEC. LIS 6515. 651л 
20: | —— = —+1sen— = cos ——+isen 
Logo: (2) [cos 7 is 7 5 7 


93 
Sn _ IR gl 2n então en a SE a . Ile! 
4 4 1+1 1 pe 


Uma vez que 


9) (IME-2003) Seja z um número complexo de módulo unitário que satisfaz а condição z™ # = | ong 


п 
2 é um número real. 


n é um número inteiro positivo. Demonstre que 
lez 


Solugäo: 
Seja z = cos 0 + i,sen Ө; 222 =1 > Z=2"!. Portanto; 
z^ 1 1 1 


lez 2 (2" +2" F cos(-n0) + i,sen(-n0) + cos(n0) + i.sen(n0) a | 
E 1 " 1 | 

cos(n8) ~ i.sen(n0) + cos(n0) + i.sen(n8) X 2.cos(n8) 
que é um número real, 


10) (IME-82/83) É dado 2 cos0 — + x ; demonstre que 2cosmô == pm. 
x e 
Solução: 


Desenvolvendo a expressão obtemos que: 2 cos O = 3 x > x’=(2cosO)x+1=0 > 
* 
_ 2с050+ ү4с0520-4 тег" 
E -sen'Ü > x=cosdti.sen® 
Portanto; х" = - Ө + i.sen 0) = сов (mb) + i.sen (m8) 
Por outro lado: СЕБЕТ 
a cos(m0) + i.sen(m0) 


m = соз(т®) x i sen(mO) + cos(m8) + i.sen(m0) = 2. bevel 


= cos(m0) F i,en(m) 


Deste modo: 


1 5 = 
1) (ITA-2009) Sea cos © eb=sen E 3° , entáo, o número 0 
parn 


) IR plaen 2E 
p=] m x, "cor [aen == 
e ke] = ame 6 6 


Desta forma, dentre os dois valores de argumento encontrados, 


© Único no interval , 
о |0 
está no intervalo definido pela alternativa d. 10, Walen 


2) UEPB-2003) Encontre os números complexos z, de módulo |, tais que Z2! z^ 9¢ 


2 i, onde 
J éo conjugado de # de j “9 
Solução: 
Aplicando módulo dos dois lados da equação RARA АРЫ > [Ale 2|2 | ET = 
2 | 
fella? je А“ I» |а| 991 e. 


Por outro ludo: %%% 1 => IP а 2244 =i > 2? (2) aj > 
tajdid 2 2 n n 1/24 2kn 1/2 
zal) =i > zei => 2° асов леп => 2 = cos} — [+i +26 
(12| > 2 2 k ( 2 = 
л n /2 42, 
ke 0 => cos igen => %42—+—i 
е 0 m 4 ü 2 
5 5 a E 
е Ке] = 230 сов Figen = z= LN 
4 4 2 2 


3) (UFRJ-2004) z é um número complexo tal que 27 = 1,2 # 1. Calcule: | + z+ 2 2 242% 
Solugäo: 
Observe que a expressão 1 + 2 +z? +2" + 2" + 25 + 2° pode ser interpretada como a soma uma PG de |" 


7 
z =l 
termo |, 7 termos e razão z Logo: 1+ 24-2? 4 25 +24 +25 +26 = T Uma vez que z= l,zel, 


Ze 
então temos que 1 4 2 + z^ z^ z zy . | 
4) (UFF-2006) Considere o polinômio p(x) = x = 1. Encontre, em C, todas as raízes do polinömio р(х). 
Solugäo: A 
Palos x=] > x= cos 0 + igen 0 => Xy = cos + isen E, k=0,1,2. 
* k*0 => xy cox + isen O = | | 
› 2 | 
k=l => x= cos S + igen 2% el 
3 3 2 


* К=2 > x = 604, L. Laon ot i Vi 
3 3 " 


Em) Seja F = /-1$- 8; , Calcule F, escrevendo а resposta sob a forma a+ b,j, com 
nteiros 


Solução; 


send = -5 ¿Note que não é conhecido nenhum pem notás 


EA impede de resolvermos о problema, / 
g 
пм E Eke | 


Portanto: : i 
. L ¿uma P.G.coma = 97 5° 


== E +5 


Pr a AE 


TTE LA 
Fazendo n tender ao infinito nm DEC y ra 


act 
; t Ir I 
Como n e №. então há um número finito de termos, daí Lj < 2 portanto é verdadeira 


7) (IME-89/90) Resolva a equação: 


Solução: 
Inicialmente podemos observar que z = O satisfaz a equação 


Aplicando módulo dos dois lados da equação complexa: pé - |21 > f =k] > f =1 En А 
Multiplicando os dois lados da equação original por z (z # 0) obtemos: bier 
22 22 > Paz - z-1 

Desta forma, as raízes primitivas de ordem 6 da unidade são raízes da equação 2 2 Logo: 


2kr .. 2k : 
2, = cos = + sen =; = +isen =, k=0,1,2,3,4,5. 
Portanto, também são raízes da equação os números complexos: 


1 ИС 1748. 31-45: 


z5 = Z, onde 2 é o conjugado do número complexoz — 4 


2 2 Dar iso ar 


8) (IME-88/89) Mostre que todas as raizes da z PE 
ao eixo imaginário. i equação (2 + 1) +2 = 0 pertencem a mesma reta рий 


Solução: 

ў T] ( 5 5 1 

(z+ 1)? +2? =0 A 2+1) 2+1 5 
> (2+1) É > as =-1 > (= ) =-1 > (1.2) 2 


Desta forma, 1 £ eci ji 
4 A, 1+ — assume cinco valores, que são exatamente as raizes de ordem $ de – 1. Uma 
oO numero complexo ~ | na pode ser colocado na forma trigonométrica cos л + i.sen x, então: 


( =созл+їзёпл => нЕ e (5288), k=0, 12,34. 


+ 


х+2Кл | 1 
= А жь 


- Fazendo OE ^. : 
1. Е к 5 2 6080, — I+isendy => з= 


— £080, —1-їзепбу " cosy —1— i sent, 

| (eos, — 1)? +(sen0, )2 cos A cod. +1 + send? — | 20 - co 

Uma vez que, para k = 0, 1, 2,3 е 4, temos que Re(z) = los 
É E. * E 


ométrica de 2 é 


54) (UFC-2005) Seja < m 
diferente de zero tal que 24 1 


ima forma trigon 
n 


(01) \ 


os Krisen 2 Т 
5 4 4 mos, 1 
valor de 2 4 
15 2005 
(02) 7 
14126 
(04) +. 


55) (UFV-2001 ja i 7 
(% 2(@-? E ) Seja à à unidade Я 


i= у-1. О valor da ex 1+7 
(16) i | x 
» Os afixos dos números comp exos ssäo 
ee z são os vértices de um retângulo | a) I b)-2 
I iss t 

cuja diagonal mede 5 u.c er кос d) -2 e)2 
(6) A equação da circunferência que pass 
pelos afixos de z с de 7 e tem centro па 


56) (UFAL-2002) Sabe-se que, para 
А 3-4 08 
número real x, o complexo z= 374 


толей 
\ d 2434; 
imaginário puro. Nesse caso, 


T qual é o módulo y 
z? | 


as A 
origem dos eixos coordenados é xº+ у“ = 25. 


48) (UFU-2004) Sejam zı с 22 números complexos 
tais que zi] 9 ale 1 ez; * z2 i= 0, em que i = 

1. Determine a área do triángulo cujos vértices 
são as representações geométricas de i, 21 € 22. 


57) (UFAL-2004) Seja o nümero complexo z=. 
+ y.i, em que x e y são números reais, Sez 
conjugado de 2 e i222 -—-1«j, determine y 
forma trigonométrica de z. A 


49) (UFRJ-97) Se z é um numero, complexo ez 
seu conjugado, resolva a equação: z = 7, 


50) (UFU-2000) Sejam zı с zə os dois números 
complexos de parte imaginária não nula que são 


2 , 
soluções da equação z^ = 7, Determine zı + 22. 


58) (UFAM-2002) Seja 2=x+iy um 
onde x>0 е y>0, e seja z о seu con 


área do quadrilátero de vértices & z, 
as 


à) 2 52 b) x ** 
d) 4xy с) 4y 


51) (PUC/RS-2001) Se as imagens geométricas 
dos números complexos 0, 2 e z no plano de 
Argand-Gauss são os vértices de um triángulo 
equilátero, então a medida do segmento que une as 
imagens deze z é 


90/2 w|z[2 ol dh Rete) e) Im(z) 
52) (UFRN-95) Se a e b são números reais tais 
ue o número complexo == 270 tem módulo 

a j 


has al, então; 
9 b) a-b=2 
00 ˙ . 5) a? 4b? a 29 не 


53) (PUCRS. 
95 números 2003) No plano de Argand - 


mplexos 2, w, 0 
de um quadrilátero, Se 2 a ы er w 


Gauss 


— 


Dj No é possivel determind-los 


grs -itg a 


d) Nao existe z € C tal que isto aconteça 


e) todo 7 € R 


97) (ITA-86) No conjunto C dos números 
complexos seja a tal que ja] < 1. O lugar 
geométrico dos pontos Z € C que satisfazem a 


\ | 

|2-а 
igualdade 
v [1-а2! 


=1 é 


a) Uma circunferência de centro na origem e raio 


1 
b) Uma hipérbole. 
c) Uma elipse de semi-eixo maior igual a 1. 
d) Uma parábola 
e) Formado por duas retas concorrentes. 


98) (ITA-87) Seja S a coleção de todos os 


números complexos z, que são raizes da equação 


„ Ai, onde i é a unidade imaginária. 
Então podemos garantir que: 
a) S = (3/2 - 2i) 


b) 5 = {1/2 + 2i, - 1/2 - 2i) 
с) 5 = (1/2 + 4km; k = 1. 2, 3) 
d) S= {1/4 + 3i} 


e) S (1 +2ki; k= 


99) (ITA-2008) Sejam a e C tais que la] = |B] = 1 


e |a - 8| = 2. Então a? + f? é igual a 
а)-2 60 c)! 42 e) Ai 


100) (ITA-88) O número natural n tal que (2i) " + 
=161 , onde i é a unidade imaginária 


(1+1) * 
do conjunto dos números complexos, vale: 
an=6 b)n=3 c)n=7 

b) d)n=4 


101) (ITA-89) O valor da expressão |l =P + |1 + 


2, sendo 2 um número complexo, é: 
a) 5, se S! d) 2, para todo z 


b) 4, se [z| = 1 3, se Re(z) =0 
€) 0, se Im(z) = 0 EE 


102) (ITA-89) Considerando que a imagem da 


função arc sen é o intervalo Lx, 12] e i- HH, 
podemos i l+xi 
garantir que aro sen] | está definida: 


I-xi 
а) apenas para x = 0 e vale 7/2 
b) para todo x © Me vale 1/2 


e) não existe п nestas condições 


C) apenas Para x e y 

depende do valor d 

2 apenas para x e 9 y qu 

c apenas para x e q ir 

depende do valor de & Eas. e 
: Vili 


103) (ITA-89) O Produto dos nj 


Z=x + yi, que têm módulo ê 
encontram sobre a reta yea a Names 


complexo, & igual a: zi Conti, i 
6 8 

в) 2-51 Ye 
DE. 531 9.28 


5$ 925 
Complexo que - 

-1 © cujo módulo se ү 
104) (ITA-90) Consi a 
EE Ari hee 
conjunto das raízes da 
segunda. Entào 

а) S ^ Sz é vazio; 

b) S A $cR; 

e) Sı possui apenas dois eleme istintog: 
d) S; A Sz é unitário; E 
€) 8i A S: possui dois elementos, 


©) não existe nenhum número 
pertença à reta y = 2x 


i 
2 © complexo, M i 
primeira equação ¢ Se o 


105) (ITA-90) A igualdade 1 + ШЕК 
z € C, é satisfeita: 

a) Para todo z e C tal que Rez = 0 e Imz «0; 
b) Para todo z € C tal que Rez 2 0 e Imz = 
c) Para todo z € C tal que | z|=1; 
d) Para todo z є C tal que Imz = 0; 
e) Para todo z e C tal que | z|<1. 
Nota : C denota o conjunto 
complexos, Rez a parte real de 
imaginária de z. 


106) (ITA-91) Sej 
eR. O conjunto dos 


ye viva, awe 1004 


TA-2001) 50 
19 (IT ito de z, w, então a é igual a: 


m argumer 

[0, 21] ¢ p in y 
07 өл e) Ф 07 i 

3 : 127) (IME) A parte real de y 

i z m nj 

- af aria de ((1 + con | é X72 eû parte | 1 

(VT A-2001) A parte imaginaria d a ' 

bs i sen 2x)", k inteiro positivo, x real é valor minimo do moco NA, 

4)2 sen" x, con X b) sen x sor x 

в) sen kx cov x 4) 2º неп'х, eon X 128) (IME) Determine os valoro 


с) sen kx COR minimos de |z = 4], 


129) (IME) Sejam I 


32) Sejam a e b dois números 
1, Caleule: (1 = 


vob 90, Sez w 


121) (ITA-20€ 
complexos nAo-nulos, tais que 1 
e C satisfazem 

zw + zw = ба 


130) (IME) Sejam xy, 
130) IME) Sam эк. оаа 


zw» zw = Bb 
determine o valor de [a | de forma que (zw |= 1, 


— 


Agel Y 


* — 
ПЕК ТЕТЕ 


122) (ITA-2002) Seja а equação em C ¿el pontos do pl 
= 0. Qual dentre as alternativas abaixo é igual à 
soma de duas das raízes dessa equação? 

a) 243 o =f 9.0 


2-2), 
147825 0, com zi #2 
d)-i e) y 
132) (IME) Seja o conjunto A = (2 
Determine a imagem de A pela funçã 
complexa de variável complexa, 
CMAS 


139 (ME) Resolva a ação Т 
LI LIS : 


123) (ITA-2003) Determine о conjunto dos 
números complexos z para os quais o número 


22 ＋2＋ 2 
[or nn d 
ПЕЕЛЕ 
números reais, Interprete. (ou identifique) este 


conjunto geometricamente e faça um esboço do 
mesmo, 


pertence ao conjunto dos 


124) (ITA-2004) Considere todos os números z = 


х + ly que têm módulo £ c estão na elipse x! + | 


ajia 4 nilo o нрав deles é igual a: 
25 49 ' 25 
a) 5 b) T6 9s ier 00 4 


125) (ITA-2004) A soma das m 4 1 
+2. 1 ＋ 22 0, 2 6 deg Sa: } ” j 
DE byt к y 


PÄ 
NER 


b) determinar z para que o triángulo i, 7, iz seja 
equilátero 


4) Represente сопан l 
números complexos tais que ay 5 


157) (IME-99) Determine as raízes de z 22+2 


5) Determine o numero c. 
- 4i = 0 e localize-as no plano complexo, sendo | = 


argumento tal que f 0 de menor 
[7 - 251| $15, 


= 


6) Provar que se a soma e © produto 7 
números complexos são ambos be 


“então ou os dois Complexos são reais € М 
conjugado do ошго, 


158) (ITA-2011) Sejam n 2 3 impar, z € C\{0} e 
Zi , Za, «42, as raizes de 2º = |, Calcule o número 
de valores |Z = 2) , i, j = 1,2,..,,n com i ў), distintos 
entre 51. ç 


7) Um ponto z, no plano complexo e 


159) (IME-2011) Sejam z; = 10 + 6i e z = 4 + move-se de 
é imagináis P acordo com a equação [zı = zj = а, ondeyé 
6i, onde і é a unidade imaginária, e um número um pone tien que nio 62 origem UN : Р 
сотрісхо tal que 1 53 2, determinate ponto z move-se de acordo com a equação 22 
2-2, 


Т. Prove que o lugar geométrico dos pontoszn — 
plano complexo é uma circunferéncia com cento 
em = 1/2, eraio Ig) « 


modulo do número complexo z = 7 = 9i, 


160) (IME-2008) Considere os números 
complexos zı = sen q + i.cos a € 75 = cos a isen 
a, onde а é um número real, Mostre que, se z = 
%, CMO - R⁰ te e e, onde 
RAZ) e l) indicam, res; ectivamente, as partes 3 
e e Ian sã de Z. y А 9) Utilizando а fórmula de Moivre, 
30 e cos 30 em função de sen Û 


1+ sin x cox 3 
ein x —i.cosx 
para todo x real, x 2 n/2 + kn. 


8) Provar que 


161) (IME-2001) Dois números complexos são 
ortogonais se suas representações gráficas forem 
perpendiculares entre si, Prove que dois números 
complexos z, € 2 são ortogonais se e somente se: 
42, +22, =0 


Obs. Z indica o conjugado de um número 
complexo z. 


10) Seja z = x+ iy, ley #0(Ё 
reais). Determine as « ndi 

seja real. 

1) Se A = i" + i", onde 
emé mero inteirc 
“Exercícios 


1) Dados а = (05-02) 0-5) е 


ti 2-45) (2-45), смеше Ly 
Zi Za 


Capítulo 1 Múmeros Complexos 


16) Qual é a representação geométrica dos 


7 
números complexos 2 = х + yi tais que = = ~1 
7 


17) Determinar 05 números complexos z tais que 


zei 


win 


5 
241 
2 


18) Os números complexos 21 e 22 satisfazem |z; + 
22 3 e 12-226 343 . Prove que 
| logs (222) 9 (2122) 2000 |= 4000? 


19) Se z = р.(соз@ +1.5їп Ө), provar que d 
z? +p? 


AZ Ll éd 
real e que LZ é imaginário puro 


p+iz 
20) Qual é o número complexo z que verifica a 
equação: iz+2z+1-i=0? 
21) Provar que se a equação x? + (a + bi)x + (с + 
di) = 0. onde a, b, с, d € R. admite uma raiz real, 
então abd = d? + be. 


22) Encontre todos os números complexos 7 
multaneamente as equações: 


23) Determine quanto vale o produto: 


=! 


24) Calcule o maior valor que pode assumir o 
módulo do número complexo z satisfazendo a 


equação: Zu 
un] - 2." 


25) Calcule: an? 
(i-i)? 


26) Demonstre que a fórmula para resolver a 
equação biquadrada x‘ + px? + q = 0, com 


ee 


coeficientes reais, no caso em que A - q < û é 
4 


dada por + [VIP £ 
por x A par 


27) Prove que: 


(L+ cosa + sina)" = 2" cos" = 


a na na 
cos — + isin = 
2 > 


_ I +itan na 


n 
tan à) 


i tan a =i. tan na 


28) Prove que: ( 


29) Encontre todos os números complexos que 


satisfazem a equação 


30) Sejam 21 с zz números complexos tais que kzıl 
3 


3 | 1 2. 
=3, [|= 5 e [а + 22| 7. Prove que аз = т 
Ea 
z 


31) Prove que se a, b e c são números complexos 
: à 3 
ais que atb+c=0 e jal = [Ы = |c], então a 
1 


b’=c 


32) Prove que se (а + bi)" 7 c + di onde n é 
número inteiro positivo, então e” + d' = (a + by 


33) Dado wî = |, w# I (isto é, w é um complexo 
raiz cübica da unidade), determine o valor de: 
(1-w0 = wo = w^ -w)ll -w)yl -w*) 


34) Se z, z' sào números complexos, demonstrar 


iz x 
ue: |z + z| = |z-z| > — é um número real. 
q z 


35) Seja F: C — C tal que, para todo z =x + yi (x. 
ye R), F(z)=iz+2+ 3i. Determine o conjunto 
dos complexos z cujas imagens por F estão na reta 
de equação 3x + 2y =5. 


36) Qual o lugar geométrico que descreve o afixo 
do número complexo z para que os afixos de z, iz 
e i estejam alinhados? 


37) Demonstrar que se dois números inteiros são 
somas de dois quadrados, o produto desses 


“números também será soma de dois quadrados. 


38) Prove que o lugar geométrico descrito pela 


imagem do complexo 2 = x + iy selz=2] +2] 7 4 


é uma elipse, com os focos nos pontos (2, 0) e (0, 
0). 


50) Seja шта raiz y 
unidade (wy liv 
39) Verificar que se [zi| = |z| e arg zi + arg z = “ing, ( 0 Prove que * 
0; então z; € 49 são números complexos ГЭ 
conjugados, 51) Baja w ome a 
2n (мж 1), 
u) Prove que w^. | 


b) Prove que | + . „ W 


40) Suponhamos que z, * à ' LX € zs™ * by, (а 
* Û, x 4 0) são dois números complexos tais que 
21.23 2, Prove que v, «2, е [41| * |22 = (2)? 


52) Prove que 1+ 2w « ws 
Ml w) 


onde w é uma enésima raiz da "d 


41) Designando por w uma raiz cúbica imaginária, 

da unidade, positiva, prove que (à + b)y(u + bw)(u 
1 

+ bw?) ” a b 


42) Concluir que a soma das raizes de Índice n, de 
um número qualquer é sempre zero, 


43) Provar que sendo £, = cos 2n „bein, 2 „asn 
n n 


raizes de indice n da unidade são 1, в, ё, T i^ 


44) Calcular as raízes de x" = 17x" + , 
utilizando a fórmula de Moivre, 


45) Demonstre que três pontos z, w e v estão em 
linha reta (no plano complexo) se, e somente se, , 


=” é real, logo, a equação da reta que passa 


tw 
porz,wevd Im——— «0, 
шту 


46) Prove que |I * Lz)" |l 47] se e somente se z 
é real. 

47) Sendo n um mültiplo de 4, demonstre que 
Ve 21431? «Ai! eov (n Di" MEM 
48) Utilizando propriedades dos números 
complexos, prove que: 

a) Lea cos 0 a" cos 20.9, 


b) ann 20 +, = 


— 


— — O лме; 
Polinömios 


2.1. DEFINICAO: úmero compl | 

Se um n exo e n um número natural, denomina 

/ u |, А , "sea ^ 

parcela. polinomial ou termo polinomial, Nesta parcela polinomial, A recebe o foto pups ri 
de expoente. Dá-se o nome de polinômio à soma de uma ou mais parcelas polinomiais, Em lin, * 
matemático, dada a sequência de números complexos (ap, ay, ау, * An), Chamamos de Pe 
função polinomial a qualquer função р: C — C da forma p(x) = ag + ax + ax? +... tax” d 

Os números do, 01, @ +++, dy são denominados coeficientes do polinó) loca! 

) mio x 

variável independente. São exemplos de polinômios as seguintes абба е 

f(x) = х* Зх? = 8x? + BX — 1; g(x) x! PF 1; h(x) = 9 


22. VALOR NUMÉRICO: 
O valor numérico de um polinômio p(x), para x = a, é o número que se obtém substituindo x por 
a e efetuando todas as operações indicadas pela relação que define o polinômio. 
Por exemplo, se р(х) = 2x" = 4x? = 6x + 7, então temos que: 
i) p(0) = 20)" = 4(0) = 6(0) + 7=7 
ii) p(2) = 2(2)' - (2)? - 6(2) + 7=32-8-1247= 19 
iii) p(1 =i) = 201-1201 - i)" = 6(1 =i) + 7= = 8 + di = 6 + 61+7=-7 101 


| 
| 


2.2.1. Soma dos Coeficientes 
Desde que todo polinômio pode ser escrito da forma р(х) = ag + ах + ax +... + вух" então para 
calcular a soma dos seus coeficientes ao + a, + а; +... + a, basta aplicar x = | em p(x), pois р(1) = as + 
alta lo eu ар. 1^ = до + ay ка; so + s Isto pode ser feito independentemente de como p(x) está 
escrito, por mais que p(x) apareça escrito como soma, multiplicação ou até divisão de outros polinômios 
Por outro lado, quando aplicamos x * = | em um polinômio, obtemos: 
p= 1) = в Al 1) + al 1)? +a rn tn)" > p(- 1) = ара + aa a +... +(-1Pa, 
Como p(1) = ao + а + az + dy +... + am temos que p(1) + p(= 1) é igual a duas vezes a soma dos 
coeficientes dos termos de expoente par, que denominaremos por Spa. Logo, segue diretamente que 


(D+ pC-1) Dp 
5а pore . Através de cálculos análogos chegamos а Simpar = a. 
Exemplos: 


1) (ESPM-2003) Um polinômio P é tal que Р(х) + х.Р(х = 2) = х? + 1 para qualquer x real. O valor de 
P(4) é: 

a3 b) s e) ) d) 10 e) 12 

Solução: 

Fazendo x = 0 obtemos: Р(0) + 0.P(-2)=0°+1 = P(0)=1 

Fazendo x = 2 obtemos: P(2) + 2.P(0)= 22+1 = P(2)=3 

Fazendo x = 4 obtemos: P(4) + 4.P(2)= 4+1 => P(4)* 5 


2) (UFRN-95) A soma dos coeficientes do polinômio P(x) = lx? -6x EI te 2 54 is 
0 20 b) 18 ©) 12 4-8 9-16. ph 
8 — é igual apt 
que a soma dos coeficientes de qual ^ 
Sun = (1) = (4.12 = 6.1 + DG = D* mtn 


DD 15 
an P(-L) 2 
(11) Р(0) = 0 
(IV) A soma 


dos coeficientes dos termos de expoente impar de x é 650. 


1 
E pes w on-H фи o) I-IV | 
a 
Solução: 

49 + Nu 50 
rns 40 80 “os. 


m é verdadeiro. 
eye) (21) 34 A 49,47 1) + 507 1^ 9172 3 ш ИШИ 
end К N 
13 +49) — (2747 „ + 50) == = “ТП = 625 650 = -25 
item é falso, 
(IN) POL) = 14204 30 
(IV) Pelo que foi exposto no item 2 


P(I)=P(-1) _ 1275- i j 
ا‎ а 25) _ 650 , conseqüentemente o item é verdadeiro. 


Simpar = > 


+ 49.0% + 50.0% = 1, logo о item é falso, 
, sabemos que a soma dos coeficientes de expoente impar 


Assim, a alternativa correta é a letra В. = 


4) (UEMS-2004) Assinale a alternativa correta referente ao valor de a e b, para que o 
P(x)=x%+bx+2 obedeça às relações P(a)=—be P(a+1)=0 


9 а 
Qus 1, ра b) а= 0, b c) a- 0, b= 0% 
d) а= -I, b= 2 са, c E 
2 2 a 
Solugäo: 


Р(а)=-Ь > (a) +b(a)+2=-b > a*+ ab + b + 2=0 
Pa+1)=0 => (a+1)+b(a+1)+2=0 > a+ 2a+ 1+ ab? B2 


a +ab+b+2=-2a-1 > -2a-1=0 > ln 
2 


1 Р.) : 
Logo: Р(а + 1) = 0 => Р 2055 Lo = б 
(5 = 1 0 =» Б 


15. Das afirmações: 
Пре) ЕВ, 

Il. EOE — TM 
IM. as as, 

€ (sào) verdadeira 

a)l ЫП piu рТ 
Solução (Alternativa E); 


Seja P (x) = DME, 


[er] 
dE) а= 
EO цар = 

Dorado Ap, com K 
- Falsa 


*wN АХ Qn” 


DOS) Considere O polinámio р(х) = asx 


а em que 
eii que aj, An An A OAS são reais e formam, nesta ordem, uma комы MN 
1. , аъ Lom 
12, endo p (Dé iguala 
2.25 0-27 0-36 d 39 e) -40 


coca PR -а uta a -0 s араатан (1) 
Como ài, às da, u © As formam uma PA 

ay tac Ay а= 2а (2) f 

Substituindo a relação (2) ем (1): Ja = 2а. > а= ° 

Uma vez que au = | 2 a razdo r da PA vale а = ау 12 


1408823 EUN мА... 
Portanto: à l. l2, a s a = easel = p) 7-58 * 
1 


m 
UM 21er dr 1-25 
5 


Logo: -D= + 


$) (ITA-2009) O polinómio de grau 4: (a + 2b + ext + (at b+ oy (а bin! + Rambe 
EIR y função par, Então, a soma dos módulos de suas raizes € igual ay 
by2+3v3, «2+ V2. 015242. 923248, 


seja par os coeficientes dos termos de expoente impar devem ser nulos: — 


Ja e ea” 2b 


Substituindo na função: 


3a as 
(a*a- — م(‎ (a- =)" *Xa- 


ST a M A y! ox 
)=0 => 25 TN cas09a(X-x'-2-l 


= 
> e, a 2 

a(x" – 24x" +1)=0 

1— se a = 0, a funcio é o polinômio identicamente nulo, que não é 

que o polinômio possui grau 4. 

H-sea #0, as raizes são V. VI. e -i 

Assim, a soma dos módulos das raizes vale: 


1421+1421+1i]+]-i22V2+2 


9) (ITA-2005) No desenvolvimento d 
coeficientes somam 32. Se 0 c-1 são 


SOMA E MULTIPLICAÇÃO DE POLINOMI - 
140 Soma de Polinömios 


Inicialmente, podemos observar que se duas parcelas polinomiais possue 
emo a soma destas parcelas é realizada da Seguinte maneira: Ах" + Вх" = (д +B)" Mesmo expoente, 
A soma de polinômios funciona de forma semelhante, onde devemos somar os ñi 
parcelas de mesmo expoente. Por exemplo, Sejam os polinômios f e £, ambos dec rei. 
Пк) e x) + 6x! + 4x 9x +3x Bo gtx) я 7х -2x + 7x2 4 | 
Assim: f(X) + "MS e ae DER FOX) (0x8 + pt 2 + 7x? + 1) 
Wes UE ONG TON *(-9* TRA (3 + OK вчу is 
Ax) mta) mx +13х -2х +3х-7 


>C, definidos por 


2.4.1.1. Propriedades da Soma de Dois Polinómios 
i) Associativa: Se f, y e h são polinômios, então f + ( h)s (f* ру 
Demonstração: 


—— UR a 
Sejam: f(x) = Sax! g(x) = Y bixi e h(x) = Xen. 


imn in is0 
n n n n n n 
Assim: f (+) = Dax Eo them |= Lax! + (Ы жох! = Y +b; +с)х! 
iso io ino ind 190 E 
Wo en OP] MEME n 
(Ch (31i + Eo) Dex! =D a; *b)x + Vex! = a +b; +су)х! 
id 120 КЕ) i=0 150 ico 


әш ER 


ii) Comutativa: f+ g= g +f 
Demonstragäo: 


го) во) = Dal + bix! = F(a) + bx! = УЬ, rao = ob + Faw! = goer) 
0 ied 


i i=0 i ind i і=0 
ZA ES mn cv 


iii) Elemento Neutro: p(x) + 0 = p(x) 
Demonstragäo: = 
[Pod + Os me Pak EITHER Fax (ду FO) = ах" FF AX FAO р(х) ] 


iv) Inverso Aditivo: p(x) + (= p(x)) = 0 


Demonstração; т = 
Р(х) + (= р(х)) = (agx" +... + aiX + ад) CA = aX 80) = (an а„)х” +... * (ar aN + (o ау) = 


Охе 0x 0-0 


Denomina-se — p(x) de polinômio oposto de р(х). : 
i i ї ios ZCI ma 
Do exposto acima podemos concluir que para subtrairmos dois polinômios p(x) e q(x) basta fazer a so 


de p(x) com o oposto de q(x): р(х) = q(x) = р(х) + (= ф(х)) 


24.2, Multiplicação de Polinômios a ipli clas 
Se AN! à Be "d duas parcelas polinomiais, então define-se a multiplicação destas duas parce 


da seguinte maneira: (Ax"), Bx") = A, Box" ^" E. las obtidas 
Desta forma, a 1 de dois polinômios, P(x).Q(x), é obtida somando as parce! 


inguaj ático, se Р(х) = ax" 
Pela multiplicação de cada parcela de P com cada parcela de Q. “re к matemál 
Fan. jx!” A tape Q(X) = bmx” + bm- 1X7 bix + bo então: 


в+т-2 + 
Рк) Об) = мд" a bg 18°" dm ca T + . ар o do com 
te de x, fazen 
Entretanto, perceba que algumas destas parcelas possuem mesmo expoen 


ue seus coeficientes possam ser somados. Logo: 
69 — | 


x s 


* 
ax a f(x) 


L 

iy) Distributiva: f(g + h) = f.g + Eh 

Demonstração: 

O coeficiente de x em g(x) + h(x) vale b, + cr. Assim, o coeficiente de x^ em f.(g + h) vale: 
Ya; ^e) Lab, +aje; = Xubj* Xu; 

ijs s dejes ivjes 


O coeficiente de x* em x). g vale Sab j © о coeficiente de x* em f(x).h(x) vale Ya 2: 
itjes its 
Assim, o coeficiente de x" em f(x).[g(x) + h(x)] é igual a Dad; + Daio; ў 
[реч ires 


Portanto, encontramos expressões algébricas idênticas tanto para f.g quanto para f.h. 


Exemplos: 


D ло Considere o polinômio р(х) = (х = 1)(х + х? + х? + x^ + ҳ + x), O polinômio p(x) é 
igual a 

- D Ь)ух\(х#—2х'*+1) oK 
Solução: 

po) = (x - Do + x + x xt > 

pix) = Xx e xx x охе + x.x + xx — ES 
er Kerl) > 
PER a+ 1) 


9) x 2x7 + 1) 


2) (UFSE-2005) Analise a afirmação abaixo. 

Se pé o produto dos polinômios 2x) — x? + 1 e x*— x — 2, então p = 2x5- 3x! 3x? + 3х2 - x - 2. 
Solução; 

D- 1x2) > 

57 эх! FH + (2х7) 2) x08) + EEX) + (0x50 2) + Lx? 103) + 102) > 
P= 2x" ا‎ TX + 2 + × 2 => р=2х°—3х'—3х°+3х°-х-2 

Portanto, a afirmativa é verdadeira. 


db do (ore e x? E.. + x) é um polinômio na variável x. O coeficiente 
Ts 


Solução; 
men definição de multiplicação de polinômios, cada uma das parcelas polinomiais do produto é obtida 
poa E cada parcela do primeiro polinômio por cada parcela do segundo polinômio. Assim. a 
polinêmi X" aparece quando multiplicamos х'.х“, com r + s = 50 (com х' do 1° polinômio ex do 2” 

0). Logo, a parcela de x^" surge da seguinte maneira: WR | 
х®,х® ye хх + „+ хб = 26a = 


Assim, © coeficiente de xc é 26, s 
Є 


ZE IGUALDADES ENTR lo 
2.6.1. Polini como sendo a fungäo polinomial 


ques 0. Vamos demonstrar que todos os coefi 
; ше р(х) = ао + aix + ax? + 
ee nib iguais a zero. Suponhamos que p + 2 
Edo He iei ud Se Xi, X2, s Xn SÃO números complexos distintos: 
linómio identic: Д 0 
1770 0 => edixit ахі, Tut 4% 36 
оо > at их; az + ^ Dae 30 
p(x3)= 0 = + asx; tax te Sake S 
к 2 11 ; 
р(х)=0 = do aN + AK +... + An-1Xn 0 
n 


As n equações acima formam um sistema linear homogêneo com n equações 


2 п-1 
11 ; 
11 + 
Е cele Be р 
pl 64 = 2 gel s ‹ 
matriz principal é igual a A =|1 ху x3... хў |. Podemos observar que esta é 
2 n-i 


| Re En ме. Xp 
Vandermonde, cujo determinante pode ser calculado por: 
det A = (xa = x1)(X3 —X1)(X3 — X2)...(xn Xn- 1) = TTG -х}) 
>} 
Como para i # j temos x; # xj, então det А + 0, fazendo com que o sistema | 
apenas admita como solução ay = 0, a; = 0, а =0, , an. 

Desta forma, demonstramos que se p(x) € um polinömio identicamente nulo 
coeficientes sáo iguais a zero. . j 

Da demonstragäo acima podemos concluir uma importante propriedade sob 
identicamente nulo: D 
Propriedade: Se p(x) possui grau menor ou igual a n (n e IN*) e conclui-se que p 
raízes, então pode-se afirmar que p(x) é o polinômio identicamente nulo. E 
Obs: Näo defini-se grau para o polinómio identicamente nulo. 


2.6.2. Polinómios Idénticos 
Dois polinómios p(x) e q(x) sáo considerados iguais se e somente se para tod 
X temos p(x) = q(x). Vamos agora demonstrar que se dois polinô nios Ў 
п lativ. mesm: e o iguais. Suponhamos que > 
+ ах + ay e q(x) = bx" + ba.. ix" "+... bx + bo são Tá ia T. 
1 h(x) = p(x) n q(x). Assim: 
(X) = (ых! aa iX" +... E aa + ao) (bx by ix db n 
8 E ee кз: E 
h(x) = (an = by)" + (as. i — b, i) , +a —Бх + (а — by) 2 
EN Por outro lado, como р(х) = q(x), então họ Vx є 
identicamente nulo, fazendo com que todos seus coefic i 


2.7.4. Método da en de p por h temos um resto re quociente q. O Método da ca 


Suponha que na х Ihantesär=p-h.q da forma ra = fa~; — h in 

trar expressões algébricas semelhantes а г hi "de Onde cada ;, (t 
pool de resto parcial e qa € um monómio escolhido de modo que o grau de r, seja men ir 
ape de ra- i. Estas operações são realizadas MUN CORRE EI CHINO UBI que <, Ns 
EI ч 


momento temos as seguintes expressöes algebricas: 
n=p-hq 
n-2n-hq: 
n =r- h. qʒ 
Tn = Tn- 1 — №. 


Ao somarmos todas as expressões obtemos p = h(qi + а; + аз +... + qu) + rs. Nesta equação br 


representa a divisäo de p por h, o quociente é igual a qı + q2 + q; + „+ ds € o testo ёт, 
Por exemplo, vamos aplicar este método para dividir p(x) = х + x ~ 7° + 9x + 1 por e 
3x – 2, Inicialmente observamos que o monómio qı(x) que deve ser multiplicado a h(x) de modo y 


то(х) = qu(x).h(x) possua grau menor que р(х) é qu(x) = х“, uma vez que г(х) = FAX) = qı(x).h(x) y x 
x3 — Tx? + 9x + 1 - (x22 *3x-2) 2 n(x)ex - TX + 9x + IK 339 + > 
n(x) == 2x — Sx + 9x +1 

Notemos agora que o monómio q2(x) que faz com que o grau de г = rı — h.q; seja menor que e 
grau de rı é q2(x) = ~ 2x, pois ra(x) = — 2x) = Sx? + 9x + I- (2x4 + 3x2) => 
гох) == 2x! — 5x? + 9x +1 2 ER AX => n(x)9 xX? + 5x +1 

Uma rápida análise nos leva a concluir que q(x) = 1. desde que: 
n(x) = x? + 5x + 1 — (1)(x? X -2)= xX? K + 1-x' — 3x +2 => n(x) = 2х +3 

Como dr < dh paramos por aqui as operações. Note que: 

ri(x) = p(x) — qı(x).h(x) 

г(х) = 1:09) – qo(x).h(x) 

r(x) = r(x) — qa(x).h(x) 


— 


Somando estas equações obtemos: ra(x) = p(x) — [qi(x) + qx) + q3(x)).h(x) > 
р(х) = [qu(x) + q(x) + аз(х)]һ(х) + r(x) > x! + x) — 7x? + 9x + 1 = (x? = 2x + (x + 3x - 2) + 2x43, 
que é a expressão da divisão de p(x) por h(x), ou seja, q(x) = x — 2x + 1 e r(x) = 2x + 2. 

, Entretanto pode-se montar um esquema semelhante à divisio de nümeros inteiros para tornar este 
método mais sucinto. O dividendo p, o divisor h, o quociente q e o resto r ocupam os mesmos espaços 
dos números que levam estas denominações na divisão de inteiros. A cada operação escolhe-se um 
monômio no espaço destinado ao quociente de modo que a multiplicação deste monômio com h fomeçs 
um polinômio que subtraído de r, o grau deste diminua. O exemplo anterior de divisão será ago? 
representado usando a chave que caracteriza a divisão de inteiros. 


A y + дух + | 
"Зх + 22 


resto: r(x) 
SERA EC i 

«Perceba que são seguidos os додо & 
“Seguidam o s mesmos passos c obtidas as mesmas equações do método 7 
ЕЕ Ерт" 
E з — r 


> а=4еь= 1; io aj > 2=-2Zeb=7 


^ b=-7 
> a=-l0eb=-1 2: ond = @a=-4cb=_7 


5) (ITA-2000) Seja р(х) um a M por x-1. Dividindo-o por х? +x , obtém-se o 
jente Q(x) = X -3 e o testo R(x). (4) = 10, então o coeficiente do termo de grau 1 de Pix) é 


y Te с)з 
Lege divisível por x 1 ето p(1) = 0. Por outro lado: 


pix) =<) + RO) > р(х) = (х2 + x)! 3)+ R(x) y 
icando x = | obtemos: p(1) = (1° + 11 -3) + RU) => 1 j 
Como Ax? + x) = 2 стйо AR(x)]5 1 > R(x)=ax+b fi 
n fi 
Rí)=10 > 4a+b=10 t 
Resolvendo o sistema lincar acima obtémok a = 2 ¢ b = 2, H 


Desta forma: p(x) = (x? + x)(x? — 3) + 2x +2 =х* +x * x +2 => coeficiente de grau | vale — 1 

6) (ITA-2003) Dividindo-se o polinômio P(x) = x + ах“ + bx? + cx + por (x — 1), obtém-se resto i 

12, Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que P(x) £ divisível por (x 2) 
ab ,. 

fear que valor de ee. 

3)-6 b)-4 c)4 d)7 е)9 


Solugäo: 
Pelo teorema do resto 
Ml)=2 > 1+а+Ь+с+1=2 > а+Ь+с=0 
PEI)=3 > -I+a+b-c+1=3 > a+b-c=3 
PQ)=0 2 32+ 16a+4b+2c+1=0 
Abe 0 
#-+ = с = 3 
16а + 4b + 2c = -33 
Resolvendo, tremor: a = =3, b= 2 сє = -3 

7 


= 
Portanto; Pre, 
re -3 


2. 
Determine todos os números inteiros m e n para os quais o polinômio P(x) = 2x” + a^^ А 


ALGORITMO DE BRIOT-RUFFI 


gi Veremos agora ша Bares bastante со para a determinação do quociente 

de polinömios me Садо em queo divisor é da forma x = c, c e С Neste " ente e do resto de uma 
| eo resto da divisão possui grau menor que 1, ou seja, é da forma r(x) = k, k e ( PAE 

E Pelo Método de Descartes: ke 

PE + y + ax + ay (х eb, ix" C 

xt + (b.- 3 cb, + + (bo = c bx CERE bix + bo) + k 

uintes igualdades: 1 


divisão 


ЖЫ 
m bu - 2 bu > ba=2 = CDn- + ap} 


дата Cb,-2 > Bi- = C.bn-2 85-2 
بط ما رھ‎ > bo = aı + ес. 
a--obtk = k = ag с.Бо 

Repare que, à semelhança Ў das equações obtidas na demonstração do método da chave, 
dependendo do grau de p(x), a manipulação algébrica de todas estas expressões demando certo tempo 
Assim, surge a necessidade da criação de um algoritmo que torne estas contas mais sucintas, As 
operações necessárias para calcular os coeficientes do quociente e do resto através do Método de 
Descartes podem ser efetuadas mais rapidamente por meio do dispositivo prático de Briot-Ruffini. O 
dispositivo consta dos seguintes passos: 
T) Na primeira linha escrever os coeficientes aj, 0 S i < п, i e IN, dos termos de р(х), colocando zero 
como coeficiente dos termos que faltarem. Escrever também a raiz c do divisor na primeira linha, à 
esquerda dos coeficientes de p(x), separando deles por um traço vertical, 
II) Escrever o primeiro coeficiente (an) de p(x) na linha de baixo, Depois multiplicar este número pela 
raiz с do divisor e somar este produto pelo segundo coeficiente (a, - 1) de p(x), colocando o resultado (a, 
+ c.a,- 1) abaixo deste; 
Ш) Multiplicar a raiz с do divisor pelo número colocado abaixo do segundo coeficiente (a. 1) e somar o 
produto com о terceiro coeficiente (an - 2), colocando o resultado (an - | + c.a - 2) abaixo deste, e assim 
sucessivamente; 
IV) Separar o último múmero formado, que é igual ao resto da divisão, e os números que ficam à 
esquerda deste são os coeficientes do quociente. 

Vamos aplicar este algoritmo para determinar o quociente e o resto da divisão de p(x) = 3x) — 5x? 
*x-2 por (x-2). 


Aplicando os passos descritos anteriormente: E 

DEM. m 2/3. -5 1-221235 0092 — 
3 a. rel 

UD Damesma forma: 21+1=3 2|3 -5 1 -2 23-2-4 213 =5 1 > 
PT ER 


IV) quociente: g(x) = 3x? + x + 3, resto: r=4 
Exemplos: 
1) (FGV-2003) A equação x — 3x? + 4x + 28 = 0 admite — 2 como raiz. As outras raizes satisfazem а 


2 
X 74e 14=0 2 3 =0 

b)x'-5x-14-0 c)x = бх + 14 
Te+14=0 e)x-8x+14=0 


f i da divisão de P(x) por (x — 2003) Cal 
ET. o resto R(x) polinómio P(x) = a е Pte) 
2)(x - 3). por x ~ 1. seja ge 
17) (UFES-2003) Se P(x) € um polinömio com чё. у чы b) a= | TM Ы 
P(-3) =a, P(5)=-a, em que a * 0, então o resto Г 8 A das leb. y 

5 А еа = е = 
da divisão de P(x) por (х +3)(x =5) é 
Ayat-x+D/4 ) а(-х-1)/4 С) а/4р) 25) (UFMA-2002) Quais os Valores de y b 

b e 


a(x +1)/4 E) a(x-1)/4 que о polinômio р(х)= y) + St + a! 

2 divisivel por (x =1) e por (x - PE: LU 

FG-2001) Considere o polinômio P(x) = (x^ 

so Pun + bx + с). onde b e ¢ 75 números reais, e | 26) (UFS E- 2004) Verifique a v 
julgue os itens abaixo, uma das afirmações seguintes. 

1- O polinômio P(x) tem, no máximo, duas raízes | (0) A expressão X + y é um fator de x + у 

(1) Se na divisão do polinômio f= x’ + kx 


Cracidade de эң 


reais, 2 À + hoe 
2- Se 1 е— 2 são raizes de P(x), então b= | ec = - | x7 + | obtêm-se quociente x ~ | € resto 31 
2 então k — (= ~2 


3- Se na divisão de x’ + bx teporx-3ex-1 | (2) Se fé um polinômio de grau 2 ¢ tém 
obtém-se restos 0 e 2, respectivamente, então P(x) | polinômio de grau 4, então É g é um polinômio de 


(x + Doc 5x + 6). grau 8. E jin 
4- Se b= -| ec = -6, então P(x) > 0, para - 2 < x < | (3) Se um polinómio f é divisivel por (3x + 2), 
3 T 
x entäo {2)=0. 
19) (Mackenzie-2000) o Bölind EN ҮҮ" $ 

2 Na а polinômio f = x^ + 2” porx 

P(x) | 3x - 2 (x - DP(x) | 3x -2 reset 

1 Q(x) K Qux) 


Nas divisöes acima, de polinömios, podemos 
afirmar que o resto K vale: 
a) 4% b)-1/9 c)-4/9 d)-5/9 e)-2/9 


27) (UFMS-99) O resto da divisão de p(x) = x * 
2x + тх + п porx-2 ¿14, onde m e n slo 
números reais. Se uma das raízes de p(x) é |, 
entào é correto afirmar que 


20) (Ciaba-94) Um polinómio P(x) dividido por (x (01)m+n=-3 

— 2) dá resto 13, c dividido por (x + 2) dá resto 5. 

O resto da divisão de P(x) por (x^ — 4) é: (02) vn =2 

3)x-13' b)2x49 00 21 (04) m ~n = 5 
(08) m" = 1 


d)x-5 e) x 


(16) vm =1 


28) (UFMS-2000) - Com relação à polinômios 
com coeficientes reais, é correto afirmar vd 
(01) se 2 é raiz de um polinômio p(x) não е pelo 
por x — 7, então o resto da divisão de E 
polinômio x? -9x +14 é o polinômio nu ^ 
(02) se a(x) = (х=) (x^ -D^. edet 

1 é raiz de multiplicidade 3 do polinómie d imómio 
(04) sc o resto da divisio do P 


21) (Mackenzic-99) Se o polinômio P(x) = x? + bx 
+ € é divisível por x - 3 e P(P(3)) = 6, entào o 
resto da divisào de P(x) por x- 1 6 

à)! b) 2 c)3 c) 4 e) 5 


22) (Mackenzie-2002) Se P(x) = x? + ax? + ax, a 
0, tem apenas uma raiz real, entáo o resto R da 
divisão de P(x) por x = 2 é tal que: 

а)-2<К<2 b)O«R«24. с) I2« R « 48 


d)8<R<32 032 R < 12. tio ^ 
i | x" - Ax 418 por x-3 ¢ 9, en 

23) (UFU-98) Seja rx) = 3 6. ind 

do polinômio S(x) por g(x) se $ Polit 


onde a e b são constantes a е аи p f do pol 
e, sabendo-se que p(a) + a divisio quociente 
determine as raizes de 128 


= 


(016) o quociente da divisdo do polinómio р(х) 


pelo polinômio g ¿o polinômio x = 4. 


44) (UFLA-2005) O polinômio р(х) = х t (a ~ 
Dx? + (b = 4)х + 3 possui 3 raízes reais, sendo 
duas delas 1 ¢ 1. Calcule os valores de a e b со 
valor da terceira raiz 


45) (UFIF-2002) Sabendo que os polinômios qı (x) 
Noe qu) x’ = 8x + 6 dividem o polinômio 

р(х) = x + ax? + bx’ + ex +d, onde a, b, c e d são 

é incorreto afirmar que: 

а) o polinômio q divide р(х). 

b)2,3e- 3 sho raizes de p(x). 

c) o polinômio рх) não possui raizes complexas. 

d) se d = 36, então a = 0. 

e) se d é irracional, então p(x) possui uma raiz 

irracional, 


46) (UFPB-79) Na divisão do polinômio F(x) pelo 
binômio do 1? grau f(x), utilizou-se a algoritmo de 
Ruftini e obteve-se 


EC 
EN WE LER * 


Preenchendo=se os ast os indicados acima, 
verifica-se que F(X) e o resto da divisão são dados, 
respectivamente, por 


a) F(x) X + - x38 R(x) 0 
b) Fix) 3x xx» +5 R(x) 0 
c) F(x) = 3x5 - x! - x-5 R(x) 0 
d) F(X) AN =x +x +5 R(x)=0 
e) F(x) 3x ex +x? +5 R(x) 0 


47) (UFPB-91) Na divisdo do polinömio p(x) pelo 
binômio x — a, com uso do dispositivo prático de 


Briot-Ruffini, encontrou-se: 
| 2 479 


TE, 11 * 
Onde os asteris indicam números a calcular, 
Qual o valor do resto da divisão? 


48) (UFPB-95) Qual é o grau do polinômio 
р(х) = [a = 1)" ; (x? + 1)? 


49) (UFC-98) Seja Р(х) = po + pix + pox +. * 
pox’ um polinômio de grau n cujos coeficientes 
Pos Pis s estdo em Progressão Geométrica. 
Determine todos os valores de n para os quais o 
polinômio P(x) não possui raiz real, 


50) (UFU-98) Seja r(x) = 3x + Lo resto da divisão 
do polinômio р(х) por g(x) = X^ = (a + b)x + ab, 
onde a e b são constantes reais positivas e distintas 


98 


Capítulo 
pla) + p(b) = 


51) (PUC/RJ-98) Para que 
polinômio (x + a)" = (x" 
raiz? 


52) (PUC/RJ-99) Ache a soma dos coef: 
polinômio р(х) = (1 — 2х + 3x9)", E Coeficientes dy 
83) (CIABA-04) Se P(x) = x" + ах? + é div 
por Q(x) = x^ + 5x + 6, então o valor de a + БЫН 
a)-5 b)-23 c)-12 d)-30 9 5 


54) (CIABA-95) O polinómio P(x) i3 
nx x= 1 é divisível por Q(x) = x + x + 1 0 
quociente da divisão é o polinômio: 

x xl bx *2x-1* xa 
d)x -x-1 e) x -2x-1 


55) (CIABA-96) Para que o polinômio Р(х) = uy! 
- bx? + 3x = 8 seja divisível por x^ — 4, devemos 
ter: 


aja=-3/4 e b--2 b)a=3/4 e b=2 
ea eb=5 dja=-3 ch 
с)а= 1/2 e b=52 


56) (Ciaba-2007) Para que o valor de K o 
polinómio P(x) Kx! + x? — 5 é divisível por x + 
1/3? 


a) - 132 c) 132/100 d) 100 e) 132 


b)- 100 
57) (EEAR-2006) Sejam os polinómios A(x) = 
a(x? + x 1) + (bx + ox + 1) e В(х) = x – 25+ 
1, Se A(x) = B(x), então a + b- ¢ = 

a) 4. b)3. c)2. dl. 


58) (AFA-95) O resto da divisäo de * +R 
por xl-x-2 é 2x – 1. Então, o valor de р +7 


éi 


a)8 59 10 ch 11 
3 
59) (AFA-95) Se o polinômio: P(x) = x +28 : 
ax? + Вх 0 for divisível por: D(x) = X = 2*7 
+2, então a + В + 0 será: 
a)6 BITS 28 025 
ES. 


60) (AFA-2002) Se o polinômio P(x) = А 
=" p" é divisível por x + b, sendo n < IM 
me № e b <0, então, ocorrerá necessariamene 
a) m par e n impar. b) m impar © 15 р 
с) m impar e n impar. d) m par e n pa" 


90  e)nda 
4-72) Seja a equação P(x) = 0, onde P(x) é 
» a mio de grau m. Se P(x) admite uma raiz 
pi- 1).P(0).P(1) necessariamente: 
vale 5 d) é divisivel por 3 
e vale3 с) nenhuma das respostas anteriores. 
c) é divisível por 5 


imeird, entáo 


93) (ITA-77) 

) 6-5x A o B 
—— 

2-52? +6x x-a x-b 
e C são raizes a, b e с são raizes da equação xu 
Sy + 6x = 0, então: 


+ x onde A, B 


94) (ITA-82) Sabendo-se que o polinömio P(x) = 
ax + bx. + 2x — 2 é divisível por (x + 1) e por (x — 
1), podemos afirmar que 

a) e b tem sinais opostos e são inteiros 

bju e b tem o mesmo sinal e são inteiros 

c) a e b tem sinais opostos e são racionais não 
inteiros 

d) а e h tem o mesmo sinal e são racionais não 
inteiros 

£) somente a é inteiro 


95) (ITA-82) Os valores de a, B e y que tornam o 
. Polinômio P(x) = 4x + 2x! — 2x + ax? + Bx +7 
divisível por Q(x) = 2x? + x?— 2x + 1 satisfazem 
as desigualdades 
a> p>, 


bj 
30» E 


e)y>a>ß 


с)В>а>ү 


96) (ITA-83) Determine о polinömio P de 3° grau 
ен uma raiz nula e satisfaz a condição 
auxílio Ja P(x) + (2x)? para todo x real. Com o 
we Ome podemos calcular a soma 22 + 4^ + 

Аад onde п ё um número natural, que é 


d) 4 +212 +n 


4 
b) 2 
Jee т €) n +? «2n 


34 2 
e) aca ' 3" 


97) (ITA-87) Considere Q(x) ¢ R(x) 
respectivamente, 9 quociente e o resto da divisão 
de um polinômio A(x) pelo trinômio B(x) = — x? + 
5x — 6. Admita que o grau de A(x) é quatro e que 
os restos da divisão de A(x) pr x +1 e x-2 
sao, respectivamente, 3 e — I. Supondo também 
que Q(x) é divisível por x + 1, obtenha R(x). 


98) (ITA-88) Se P(x) e Q(x) säo polinömios com 
coeficientes reais, de graus 2 e 4 respectivamente, 
tais que P(i) = 0 e Q(i) = 0 então podemos afirmar 
que; 

а) P(x) é divisível por x + 1. 

b) Р(х) é divisível por x — 1. 

c) P(x).Q(x) é divisível por x* + 2x? + 1. 

d) P(x) e Q(x) são primos entre si. 

e) Q(x) nao é divisivel por P(x). 


99) (ITA-88) Sejam A(x) ¢ B(x) polinömios de 
grau maior que um е admita que existam 
polinômios C(x) e D(x) tais que a igualdade a 
seguir se verifica: A(x).C(x) + B(x).D(x) = 1, V x 
= R. Prove que A(x) não é divisível por B(x). 


100) (ITA-2002) A divisão de um polinômio f(x) 
por (x = 1)(x = 2) tem resto x + |. Se os restos das 
divis de (x) por x le * 2 são, 
respectivamente, os números a e b, então a + b^ 
vale 


a) 13 


d1 e) 0 


b) 5 00 2 
101) (IME) O polinömio P(x) dividido por x + 2 
dá resto I, por x + I dá resto —I e por x= 1 dá 
resto 1. Qual o resto da divisão de P(x) por (x + 


20 - 1) 

102) (IME) Determinar um polinómio inteiro em 
х, EN a a identidade: P(x + 2) - 2P(x + 
1)+P(x)=x 


(IME) O olinômio P(x), do 3º grau, é tal que 
3e =n, = = 1, 2, 7 e 200. Calcule P(- 1). 


i odo que O 
IME-65) Determine m de m 
a su xi — 5х2 + Ax + m seja divisivel por 2x 
+1. 
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of 


MIX BARES 


Gual o Testo da divisão de x 


Bez x-2 
6 = 


c 
—, calcule A, 
16) Se 50 + 6x 3 


х= 


Е pea 
strar, sem efetuar а divisão, que o 
5 reto (п + Dx + n é divisível por (x — 


1) e formar o quociente. 


g) Determinar p € Reg e N de modo que x’ + 


1 seja divisível por x + px +q. 


19) Qual deve ser o valor do coeficiente c para que 
os restos das divisões de r 
por x+12 e x= 12 sejam iguais? 


20) Determinar a е b de modo que o polinómio 
рк) = x + 2x! + ax + b apresente as seguintes 
propriedades: p(x) + 1 é divisível por x + 1 e p(x) 
— | é divisível por x — 1. 


21) Sobre quais condições o polinômio х'+рх+4 
é divisivel por um polinômio da forma x + mx — 
zn 


22) Sobre quais condições o polinômio * + px? + 
q é divisível por um polinômio da forma x° + mx 
+1? 


23) Determine o coeficiente a tal que o polinómio 
x- ax’ – ax + 1 tenha =I como uma raiz de 


multiplicidade não menor do que 2. 


24) Determine A e B tal que o polinômio Ax! + 
+ Г seja divisível por (x — D°. 


25) Determine todos os polinômios р(х) = ax’ + 
ph tais que pla) = a, p(b) = b e ple) = ¢ (a #b 
л 


26) ach ү га dois polinómios эшн а 
Scio P(x)/Q(x9 = (2x - 1)/(x + 2). Defini-se о 
Pelinömio R(x) por R(x), = P(X) + Q(x)". Prove 


que R(x) é divisível por x? + 1. 


P(x) = (x — a)! +b é zero para х 
dividido por x, o resto é — 7. 


os valores possíveis para a е b. 


28) Determine o 
quocient 
2) + n é dividido por x3 Мез л 


Exercicios - Nivel 2 


1) Sabendo que os restos da divisão de Р(х) por (x 
= a) ê rı e de P(x) por (x = b) é rs (аж b), 
demonstre que o resto da divisão de P(x) por (x > 
а)(х = b) é dado por p(x) = AA zin 

a=b a=b 
2) Um certo polinômio p(x) quando dividido por 
к=, а b e x-c deixa resto a, b, c, 
respectivamente. Qual é o resto da divisäo de p(x) 
por (x = a).(x = b).(x = c)? 
(NOTA: os números a, b e c são distintos). 


3 Se p(x) é um polinómio de grau n tal que p(k) = 
2* para k = 0, 1, 2, ..., n, determine p(n + 1). 


4) Para que valores de a e n o polinômio x” — ах" 


"+ ax — é divisível por (x = 1)? 


5) Determine А е В tal que о polinömio AY" + 
Bx" + 1 seja divisível por (x = 1)". 


6) Prove que todas as raizes da equação * — 1+ 1 
satisfazem a equação + =0 
onde m, n e p säo números inteiros arbiträrios. 


7) Prove que se P(x") é divisivel por x — I, entäo 
também é divisível por x" = 1. 


8) Prove que se P(x) = рих?) + хри?) é divisível 
por х2 +x + 1, então р(х) € px) são divisíveis 


por x I. 


9) Prove que 

Ar-. x7 06-2 xD kn 
و م‎ Din 
também pode ser expresso da forma 
وم‎ = e-2. 


3.2. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÄLGEBRA: 
“Toda equação algébrica P(x) = 0, de grau n (n > 1), tem pelo menos uma raiz complexas 
a 
Todas as demonstrações deste teorema, quer sejam envolvendo an, 
utilizam elementos que fogem da abrangência do Ensino Médio, que é o fo 
aconselhamos a procurar um livro de Ensino Superior sobre Álgebra. 


älise, Topologia 3 
CO deste livro Ao gehn, 
% 


3.3. TEOREMA DA DECOMPOSIG; 
Todo polinômio P(x) de grau n (n > 1) Р(х) = ax" + 


T 
nr an- +, ах + a (a & 0 
decomposto em n fatores do primeiro grau, ou seja, Р(х) = au(x — ry)(x = 7)...(X — r,), ! pod 
Demonstração: 

Pelo Teorema Fundamental da Algebra P(x) = ax" Fa, TECOS — 


+ ах + ao possui UMA raiz cs 

a, eXIste o polinómio Qi) tal i 
a нА al que 

bra o polinómio Qu(x) possui a Pay 

ste um polinômio Q(x) tal Es Qi Maz 

(x)= 


ту. Pelo Teorema de D’Alembert P(x) é divisível por x — ri, ou sej 
= (x = 11)Q1(x). Novamente pelo Teorema Fundamental da Algel 
complexa гз. Analogamente ao caso anterior concluimos que exi 
(x = 12)Q2(x), ou seja, P(x) = (x — rx — 12)Qu(x). Como o grau de P(x) é igual a n entà 
procedimento segue até que sejam encontrados n termos de primeiro grau na fatoração de P(x) ^y 
aplicação ocorre com Qn = (х) = (x ~ Yn)Qu(x), onde Q,(x) é um polinômio Constante " 
Designemos Qu(x) de k, k e C. Assim, podemos escrever que Р(х) = ax" + a, _ i! 
K(X = rx = го). (х — In), onde k é uma constante, Tgualando os coefi 
ax + ag e em k(x —г)(х— 15)...(x — 15) concluímos que k = ay. 


ão mig 
LA 
A 


+ 


cientes de x^ em a,x" + 


3.3.1. Teorema: Desconsiderando a ordem dos fatore 
como produto de fatores de 1° grau é única. 
Demonstragáo: 


[ Suponhamos que um polinômio de grau n > 


s, à decomposição de um polinômio de gray y 21 


1 possua duas fatorações distintas como produto de fatores 
do primeiro grau. Assim, existem complexos s Tt; Го, , In, Dn, 51, S2, ., Sn tais que Р(х) = a(x 


Tz)..(X — tq) e que Р(х) = bu(x — 51)(Х — S2)...(X — Sp). Igualando os coeficientes de x^ das dua 

obtemos que an = bp, Na 1° fatoragäo, P(rj) = 0, Na 2º fatoragäo, P(rj) = bar = sir; — 82)...(ri — 80). Pam 
que esta expressáo seja igual a zero algum dos termos r; — $1, F1 = $2, «.. C Tj — Sp deve ser igual a zero, ou 
seja, algum si, 1 <i <n, deve ser igual a rj. Analogamente, (r; — SU) — 5›)...(г; — Sn) = 0, ou seja, algum 
si deve ser igual a ra. Seguindo este raciocínio, chegaremos à conclusão 9 conjunto 5, S2, ..., s, é apenas 
uma permutagáo de г, Ta, ..., tn. Em outras palavras, os conjuntos Tri, Fa, , mne fsi, + Sa} SãO 


iguais, Desta forma, provamos que a menos da ordem, a decomposição de um polinômio de grau n 2 | 
como produto de fatores de 1º grau é única. 


3.3.2, Corolário: 
Demonstração: 

Pelo Teorema da Decomposição todo 
como Р(х) = an(x = ri)(x — T2)...(X — Tn) 


= 0, ou seja, ri, 15, ..., Im SÃO raízes de Р(х). Conclui- 
P(x) valendo zero, 


“Toda equagäo polinomial de grau n (n 2 1) admite n, e somente n, raizes complexas” 


Exemplos: 


1) (PUC/RS-2004) Dividindo o polinômio p(x) =x" +x"-'+ + x + 1 por (x — m), (x -#) ou u 
com т, г, § todos distintos, obtemos sempre resto zero. É correto afirmar quené 

A) maior que 3, B) maior ou igual a 3, C) igual a 2. 

D) igual a 1. E) igual a zero. 
Solugäo: 


- de D'Alembert temos que p(m) = ple) = p(s) = 0, 

vna ee um polinômio € igual ao seu grau, concluímos que pre) poser кан er e Соте 

$ : aa possi gras maior ou igual 
A função f: IR — IR , definida por fix) = ax’ + ox? 1 

ans Gai em seu gráfico representado abaixo. Determine o velo de a — * rg ceésio 


Solução: 

Pelo gráfico, depreende-se que as raízes de f(x) são — 1, 1 e 2, ou seja, a fatoração de fix) como produto 
de termos do 1º grau é f(x) = k(x + 1)(x— D(x — -2). 

Pelo gráfico também tiramos que 00) = 10 > 10= k(0 + 1 0—140-2) = к= 25. 

Assim, f(x) = 5(х + 1(х—1)(х—2) > Ях) = 5x – 10x - Sx +10 


Desta forma concluímos que a = 5, b = — 10, c=-5,d=10 > a-b-c*d-5*10*5- 10-30. 


3) (Mackenzie-2002) Se as equações х2 + mx? +nx + p = Û e x + x —2 = Û têm o mesmo conjunto 
solução, então o produto m.n.p vale: 
a)-1 b)! 00 d)2 e)-2 
5 — 

Dese que E x = -2=(х+2)(х- 1) =0 © х=-200х=1 => conjunto solução = {1,-2} 

Desta forma, existem duas alternativas para а fatoração de x 3+ mx? + nx +р: 

Dm + ox + p= (x + 2)(x + 2(x- 1) = 1 +3°-4 = т=3,п=0ер=-4 

ii) x’ = mx? = nx + p = (x 20 D(x- 1)=x 3_3х+2 > m=0,0=-2ep=2 

ambos os casos temos m.n.p = 0. 

três números reais não nulos. O polinômio р(х 

- 6х — — с). O valor de p(2) será: 


у= ха + br-< 


= (x - ay — bx = ela + b+ с + (ab + ac beem abe 


3.5. TEOREMA DAS RAIZES CONJUGADAS o j 

Seja P(x) um polinômio de grau n, n 2 2, e de cocficientes reais, Se P(x) 
= a + bi (b # 0) como raiz, então P(x) admite também como raiz o número ў 4 Cro Comp, 
conjugado de 2". Isto &, P(z) * 0 <> P(Z)=0 а-ы, con 


Demonstração: — — —— — — — — e Da el ee 
A demonstração € bascada em três propriedades de números complexos Já da 


Monstradas пе Mira 
7i 7 9 
1) se z é um número complexo e n um natural: (Z)" = (z^) 7 
ii) se k um número real e zum número complexo, então; КЎ = kz 
111) se z e w são números complexos: ZW 2 97 
Seja Р(х) = ae" + ap xl, + aix + ao, onde as, ds. is s A € do são números regis 
Way en 

número complexo 2 é raiz de P(x), ou seja, P(z) = anz" + a, р" ! 4, 4 AZ + ag, 


Suponha Weg 


y " 3 = РШ „=l 
P(Z) =a, (2)" + an (2) ie a 2+ ay = 4327 2 


чї E " 
PZ) = anz" * ay 1277 +..+аү2+а0=0=0 


, AZ Ta => 


3.5.1. Multiplicidade da raiz conjugada: “Se uma equação polinomial de coeficientes reais айт 

raiz z = a + bi (b 0) com multiplicidade m, então essa equação admite 7 = a ~ bi com multiplicidad 
m”, Ў 
Demonstragäo: 
Seja z = a + bi (b # 0) um número complexo que é raiz com multiplicidade m do polinômio Р(х), Sabe 
se que Z = a —bi também é raiz de P(x), Assim, o polinômio h(x) = (х ~z)(x -7)=х? —(2+7)х+23+ 
x? + 2ах + а? + b? divide Р(х). Uma vez que h(x) é um polinômio de coeficientes reais, então o quociente 
Qi(x) da divisão de Р(х) por h(x) também Possui somente coeficientes reais. Sc z é raiz de Qu(x) então 7 
também é raiz, fazendo com que h(x) = x? + 2ax + a? + b? divida ОХ). Novamente, pelo fato de 0) 
h(x) possuirem coeficientes reais então o quociente Q(x) da divisão de Q(x) е h(x) tem apenas 
coeficientes reais. Assim segue até que z não seja raiz de Qm(x). Neste caso, Z também não é raiz de 
Qmíx), pois se Z fosse raiz de Qm(x), então seu conjugado (7) =2 também seria raiz, Desta forma, zei 
são raízes de mesma multiplicidade de P(x). 


3.5.2. Observações: f 
1) Os dois teoremas só se aplicam a equações polinomiais de coeficientes reais, Isto ocorre pois à 
passagem k.Z = k.z só é válida se k é real, Observe que a equação х? — 2ix? = 0 possui como raiz 0 (com 
multiplicidade 2) e 2i, entretanto o conjugado de 2i não é raiz da equação, A 
2) Como toda raiz complexa 2 a + bi (b # 0) de uma equação com coeficientes reais 5007 
corresponde uma outra raiz 2 = a = bi, com igual multiplicidade, decorre que o número de rie 
complexas nào-reais de P(x) = 0 é necessariamente par, xot 
3) Se uma equação polinomial de coeficientes reais tem grau impar, então ela admite um número 
de raízes reais, Esta observação nos permite enunciar um importante teorema sobre polinômios “a 
polinömio com coeficientes reais e grau impar possui pelo menos uma raiz real”, A demonstração 5 
do fato de as raízes complexas surgirem sempre aos pares (7 e 7), 


“Той 


Exemplos: 


O, 
1) Seja a equação x! - 6x! + 23,3 — 34x + 26 = 0. Sabendo que 1+i e 231 são raizes desta са 
ine as outras duas raízes, 
neis ea 177" 
l*i e 2-3i são raízes, então o, n o 
2+ 3i também são raízes da equação. PY een 


n п-! єч 
-H 89 = a +аџ12° ., Taz Tag > 


a] a wW 

Na a +. Faz+ttd 

i EN entäo PG+1)=2=4i, ou seja, P(3 - 1) = 2 + 4. 
Assım, 


* 4 4 3 2 
Considere o polinômio p(x) = (m. — x! + Bm? + mix? + mx +1, em 


6) (UFU-2003) ; 


um número real. Sabendo-se que p(i) = 0, em que i^ = - 1, determine todos os possiveis Valores п 
de modo que p(x) náo tenha raizes reals. ad 


Solugäo: i i i i i täo certamente tera i 
ue possui coeficientes reais, possuir grau impar, então © "nte terá uma raiz real, Aq; 
ке ém? l. ou seja, m + + 1. Como р(ї) = O então p(- i) = 0 e assim temos que і 
af por (x—i)(x +) = x? + 1, Pelo Método de Descartes: ШУ 
рх)= (m? х“ + mx? + mx? ub +1 = ) + ax + bx e) > 
p(x) = (m? -1)x* Bm + m2x? + mx +1 = ах* + bx? + (а + c) + bx c 
Concluimos entáo que: 
ia- m-l; 
[ ї)с= 1; 
| iii) b= Im. 


Observe que ocorre igualdade entre os coeficientes de x^, uma vez que а + c = m’ - 1+1=2 
| Assim, р(х) = (x? + Dm? Sn + mx + 1], ou seja, para que p(x) näo possua raizes reais basta que 
| a equação (m? -K mx +1=0 não possua raizes reais, que ocorre quando seu discriminante é 
menor do que zero: (3m)? -4(m?-N()<0 > 3m’-4m’+4<0 = m >4 > 
| m<-2oum>2. 


7) (UFMT-98) Considere o polinómio P(x) de coeficientes reais, náo nulo e de menor grau, que satisfaga 

as seguintes condições: 

O coeficiente de seu termo de maior grau é — 3; 

+ Admite i (unidade imaginária) como raiz; 

• É divisível por (x — 1). 

Calcule P(- 2). 

Solução: 

E sabido que o numero de raízes (contando as multiplicidades) de um polinômio é igual ao seu gut 

aa a © grau basta minimizar o número de raizes. Uma Me que os — de Pix} 

ү dog seu conjugado — i também é raiz. Por outro lado, se P(x) é divisível por =! 
= 5 outra informação acrescenta raiz em Р(х), ou seja, para minimiza | 
; шаб бш ар 
» % Меле гаг que as únicas raizes são 1, i e i. Logo, P(x) podes 


tem-se que P(x) = — 3(х — Dx - iv + 9- 
962i) = 45. ; 


x polinômio com coeficientes reais Pix) = x 
euren uma delas com multiplicidade 2, é jus н, 

18 Suas raizes 
sets t 9-1 d! o4 


0-4 


15 85 que o polinômio possui coeficientes ronis, um: б 
é raiz de Р(х), ambas com a mesma multiplicidade,” mm raiz, então — i 
Vamos analisar todas as possibilidades quanto às raizes múltiplas de P(x) 
i) a raiz 2 com multiplicidade 2 e outra raiz (diferente de i e = i) 60m mul 

impossível, pois assim torlamos P(X) apresentando 6 raízes, que é uma contradi en M 
Se portanto parade WEM flo pois P(x) possui grau 
ji) outras duas raizes (distintas de 2, i ¢ = i) com multiplici 
bém, pois assim ge Pe) com 7 raizes, PA leta 2 end uma Fiação impossível 
ji) as raizes à e ~ i com mult plicidade 2: como Р(х) possui cinco ral 
exatamente o número 2. Assim, as cinco raízes de P(x) são i, i, — V те е ry oat E E 
DE Л 6 S Ya + (x -2) Я cocficiente de x 
Desde que a soma coeficientes de P(x) é igual a P(1), temos que: 
& =Р(1) = (1 -i.(1*i)2 = 21.21.1 = 4, e 


10) (ITA-2008) Sejam a, В, y € IR, Considere o polinômio p(x) dado por: x = 9x! + › 
* (а-[—2у)х' + (a 

+28+2у-2)х* +(a-B-y+ Dx + (2@ + B+ y= 1), Encontre tod | 

x =0 оја uma raiz com multiplicidade 3 de p(x), los os valores de a, Be y de modo que 


Solução: 

Como 0 é raiz com multiplicidade 3 temos; 
la+ß+y=1 
a-B-y=-1 

a+2ß+2y=2 

Somando (1) com (2) temos: 3a=0 > a=0 
B+y=1 

-ß-y=-1 = sistema indeterminado com Û + y= 1 
B+2y=2 

3 temos que 

a-B-2y20 > -(1-y)-2y#0 2 y+*-l 

Logotemos a=0,B=1-y,Pr2eyx*-l. 


11) (ITA-2009) Considere as funções f(x) = х* + 2x? = 2x = 1 с g(x) =x? = 2x + 1. A multiplicidade das 
Taizes não reais da função composta f o g é igual a: 

al. b)2 c)3. 44. e) 5. 

funções obtém-se ftx) = (x + PA 1) e gx) = (x= 1)? 

(x - 1 + 1 (x -= : 

— i, cada uma com multiplicidade igual a 3 


rn 
A 


=> B= 1 - y mas como a multiplicidade do 0 é 


elos envolvimentos anteriores já é possivel 
= algébrica de grau п, Assim, dada a equação P( generalizar 


às relações de Girad 


x)= ax" 
| E AX -N 1 Para uma 
a, 0 cujas raízes Ко X2, Xn oy Xa temos a seguinte identidades Bana t+ tam + ae 

n-lg a, +а-Х +. L Ax dag 

x 2 eh ax = 

bouem Fy Fone EXT O (t X) = xS) — x) 
= aX” cai + Xg еа e(XiX2 + XIX +... + x, X)? Me = Na) 
1 usc Da KN x A RO A +. 


+ Xn-280=1X0)X 


Aplicando a condição de identidade: 


ang 
XI TT x = 
n 


) хүхәхз...ха = C 1)°2@. 

| an 

1 A expressão que relaciona ху + X2 + Ху +... + Xa com os coeficientes da equação é denominada de 

soma das raízes. А expressão xN + XiX3 + XiXa +... + Xn- ¡Xp é denominada soma da multiplicação das 
raizes tomadas duas a duas. A expressão xiXoxs NN + Xp N x, € chamada de soma da 

| multiplicação das raizes tomadas três a três, e assim por diante, até a relação XıX2..Xn_ Хь) N 


N É 2 XB „Ха IXm que é conhecida por soma da multiplicação das raizes tomadas n - | a n = |. A 
| relação x1X2X3...Xn é denominada somente de produto das raízes da equação. 


i Apesar de trazerem uma serie de informações sobre as raízes de uma equação algébrica, somente 
Г s relações de Girard não são suficientes рага a determinação das raizes da cquação. Por exemplo, tome 

a equação algébrica х? — 2x? + 6x + 4 = 0. Suponhamos que a, b e c são as raizes desta equação, As 
| relações de Girard desta equação são: a + b + c = 2 (1), ab + ac + be = 6 (2) e abe = ~ 4 (3). Isolando b + 


4 
c da equação | e be na equação 3 obtemos b+c=2-ae be= SN Logo: 


4 i 
ab +ac+ be = a(b- c) + be = a(2—a)-+=2a-a?-— =6 2 v4 ба > 
a 


a - 24? + 6a +4 =0 


Observe quc a expressäo obtida não acrescenta absolutamente nenhuma informação nova para а 
determinação das raízes da equação, uma vez que se a é raiz de x? — N + 6x + 4 = 0, então tem-se que 
* - 242+ 6a + 4 = 0 d 

; Y РФР 1 

A utilizagäo das relaçöes de Girard no cálculo das raizes de uma equação al pa med " ee 
se uma outra informação sobre as raizes é fornecida. Por exemplo, se na equação x — — 
informado que duas de suas raízes possuem soma igual а zero, podemos a — 
paralelamente a esta informação e determinar as raízes da equação. Sea, bec 


a*bec--2 (1) 
ab+ac+be=-1 (2) 
abe =2 (3) 
la+b=0 (4) 


| =- =-2 
? do a equação 1: (a+b)+c=-2 = re, e | 
CÊ Eject mas rete tanto fon | 


1,1e-2. 


/0 3. 


1 do polinómio é impar e seus coeficientes reais, entä ^ 
a o eras conjugadas, Assim, 11 raízes são: ntão uma das raizes é real e as demais 
mples à А i f 4 ; 
ap «iy, -w. B- 21% 6 = iy, B, 6 + iy, B+ 2iy, 6 3 5 4iy, B+ si 
ß (verdadeira) К je Siy 
: op é uma raiz da equação, substituindo x = 0; 
Como 


S 0 0 0 > ay = 0 
0" + 


mM (Verdadeira) Т À 
ШО э. резаи ed = 
mp=o > P=0 
qm (Falso) mm. d А 
ge Û 20 então ai = (-51у.-41ү...51ү) = 14400y #0 

TA-2010) Sabe-se que O polinómio p(x) = X ax + ax -l.a 3 RE 
a afirmações sobre as raizes dep: € R, admite a raiz -i. Considere as 
1- Quatro das raízes são imaginárias puras. 
її - Uma das raízes tem multiplicidade dois 
II - Apenas uma das raízes é real 
Desta, é (são) verdadeira(s) apenas 
a)l OM dell e) Mem. 
Solução: 
Uma vez que ~ i é raiz e todos os coeficientes de p(x) sáo reais, tem-se que i também é raiz de p(x). 
Substituindo x = i tem-se que: ja. .f. 1=0 > і+аі-а-1=0 > -(a*1)* ia 1) 0 
>a=-1 
Logo; p(x) =x + R 1. 
É possível identificar que р(х) é um polinômio recíproco de 2" ordem e grau impar, implicando que 1 é 
raiz de p(x). 
Sejam r e s as outras duas raízes de p(x). Pelas relações de Girard: 
reetiti-i=0 > rts=-1 > s=-I-r (1) 
8. ( i) 1 => rs-! (2) 
Substituindo (1) em (2): I= = Ptr+1=0 
Ser 24V -1- 48i 

+ 2 


entáo s= 


Ser Hs então s = 
28, bie 
Portanto, as afirmações I e П estão incorretas, enqua 


Logo, as raízes de p(x) são 
nto que à afirmação Ш está correta. 


2 4 x? estão relacionadas 
19) (ITA-2012) As raizes x), X» e Хз do polinómio р(х) = 16 +ах – (4+ (DE 


Pelas equações: 
ehe xi - 2x - Уу =0 
Então, o coefici i : 
" = oeficiente a é igual a 
COS EUR 
SO 02-0. D( )4+ 42. 


q 0 -4, 


REMA DE BO com os valores exatos das а 2 
ol balhamos OS V xatos das raízes de uma equação polinomial. Entretanto. 
E tos di ä al. Entretanto, 


‚1. TE 
3 Até agora tral г 
nações а determinação de uma raiz se torna muito trabalhosa ou mesmo impossi 1 

à 3 possivel por 


ativos. Quando isto ocorre. é interessante descobri 
ssa scobrir pelo menos i 
S um intervalo real que 


| em algumas sit 


| métodos não inter: i s 
ais raiz da equação polinomial, O teorema seguinte då suporte para a determi 
$ ага а rminagáo de 


contém uma ou Mi 

tal intervalo. 

Teorema de Bolzano: “Sejam Р(х) = 0 uma equação polinomial com coeficientes reais e Ja, b[ u 
intervalo real aberto. m 
1) Se Pla) e P(b) têm o mesmo sinal, entáo existe um número par de raízes reais ou náo existe raizes da 


equação em Ja, bl. 
2) Se Pla) e P(b) têm sinais contrários, então existe um número ímpar de raizes reais da equação em 


Ja, bl." 


Demonstração: 
Seja P(x) um polinômio de grau n, ou seja, que possui n raízes complexas. Como se está: analisando 


intervalos reais para raízes reais de um polinômio, nào nos interessam as raízes complexas de P(x). 
Assim, se Tj, 12, <. Tk SÃO suas raizes reais, pode-se escrever que P(x) = (x = ri) K Tah H 19009, 
onde Q(x) é o polinómio cujas raízes säo as raízes complexas de P(x). Observe que para qualquer x real 
tem-se Q(x) # 0, ou seja, Q(x) > 0 para todo x real ou Q(x) < 0 para todo x real, 

Assim, se a e b são números reais distintos, com a < b: - 

P(a)= (а—т)(а—т›)...(а—т)О(а) e P(b)= (b= ri)(b = 12). (5 = 9 QU) 

Logo: P(a).P(b) = [(a — riX5 — ICA — t2)(b r) HC rb — г)]О(а).О(®) 

Analisemos agora algumas características desta expressão: 

i) Q(a).Q(b) é sempre maior que zero, pois tanto Q(a) quanto Q(b) possuem o mesmo sinal; 

ii) se P(a).P(b) = 0, então a ou b (ou ambos) é raiz de P(x); 

iii) caso P(a).P(b) + 0, о que define о sinal de P(a).P(b) é a paridade do número que representa а 
quantidade de termos (a — rb — ri), com | < i<k, que são negativos. Se existir uma quantidade impar 
de termos (a = r/)(h — ri) negativos, então P(a).P(b) é negativo. Caso contrário, se existir uma quantidade 
par de termos (a — ri)(b — г) negativos, então P(a).P(b) é positivo; 

iv) se (a— n)(b = ri) < 0, com 1 si € k, então ri pertence ао intervalo aberto Ja, bl; 

se (a= r)(b — > 0, com 1 <i < k, então r; pertence ao intervalo aberto Ja, bl. 


¡m número impar de raízes 


(b) < 0, então existe u 
de raizes de P(x) 


0, então existe um número par 


E do exposto acima, pode-se concluir que se P(a).P 
| GE P(x) no intervalo Ја, БС. Por outro lado, se P(a).P(b) > 
Qefitervalo Ja; М. 


Exemplos: 

1) (Unesp-200; i А 3 Р E SEN 
3) Cal £ 2) Considere a função polinomial de 3° grau, Basar. 

b) pid 5.2). p(0), p(1), PQ). ' Я " pate 
comple, азе no item (a), responda, justificando sua resposta, quantas raizes reais © quantas s 
бшш, (não reais) tem p(x). 


3)p-2)- É 

280 502 +1=-1, p(0)=0"-30+1=1, 

L+1=—1, р(2) 23.213 М Р izes reais de 

Po) = PC 2) (0) < 0, EO) < 0 ер(1).р(2) < 0, então existe um número ае 63, 

tae um dos intervalos a seguir: } 2, OL, JO, le Jl, Al. Entretanto. dos possuem cada 
Uma raiz po Р(Х) possui exatamente 3 raízes. Logo, 0% três intervalos especifica 

P(X). Portanto, р(х) possui 3 raízes reais e nen 
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TAS SOBRE RAÍZES INTEIRAS E RACIONAIS: Capítulo 3, Fi 1 


3 TEOREMAS * s entr A 
уз. Teorema: Se p/q a 155 . entre si) é um número racional ue é 
7 „a, COM coeficientes inteiros, entäo: que € raiz do polinómio ee: 
(1) é divisor de do, ox 
(2) p é div isor de An. 
é um divisor de P(m) para m inteiro, Em particular, p ꝗ é um d 
4 m divisor de P( 


(3) po ma 
divisor de P(- 
monstr: 


t) l)p-qéum 


йо; 
do p/q em P(x), nós obtemos, depois de multiplica; ^. 
lq + ... tan pa" | + ang" = 0 pee qnae 
=- (ap +... + aa-ipq" ^ tag!) e ag pe - 
i 5 % == (aop" 7! + ap" q+ a- 
das duas igualdades contém somente inteiros, ou 55 UE eas uds ) 
, do Inteiros. 


Os lados d 1 d 
Como p e q sào primos entre si, entào ap é divisível por q e a, é divisí 

im Rearranjando os coeficientes de P(x) em potências de x — m: vel por p. 
p(x) = айх — m)" + ex m/ +... + esci m) + cn 


Os coeficientes су, C2, ---+ Cn SãO inteiros, desde que m é um inteiro, c, = Р(т), 
Substituindo x = p/q, temos: ao(p mg)" + сір ma)" 'q +... +с„- 10 mii Seu 
Então: c,q (p ~ mq) = ao(p = ma" e(p- mq) “4+... te iq" e 
Como o lado direito da igualdade é um inteiro, então cnq”/(p — mq) é um inteiro. 

| Como pe q são primos entre si, então c, = P(m) é divisivel por (р ~ mg) 


3.8.2. Teorema; Se r é um número inteiro que é raiz do polinômio P(x) = aux" + ax" ^! +... + a, com 


coeficientes inteiros, então r é divisor de an. 


Demonstração: 
Na verdade este teorema é um caso particular do teorema anterior, uma vez que todo número inteiro é 
racional, bastando fazer com que q assuma somente os valores - 1 ou 1 (que são divisores de an). Assim, 


a, as possíveis raízes racionais de P(x) são os divisores de an. 


3 Teorema: Seja o polinómio P(x) = aox" + ax" | +... + ay, com coeficientes inteiros. Se P(0) e 
P(1) são números impares, então о polinômio P(x) não possui raizes inteiras. 


Demonstracáo: 
Suponhamos que P(x) possua raizes racionais da forma p/q, onde p e q são inteiros primos entre si. 
De acordo com o teorema anterior, p — q é um divisor de P(1), que é impar, ou seja, p = 4 também é 


impar. 

Como P(0) = a, é impar e p é um divisor de ap, então p também é impar. h 
Como p-q e p são ambos números impares, então q é um número par, näo podendo ser igual a 
unidade. Assim p/q nunca vai ser igual a um número inteiro. Portanto P(x) não possui raizes inteiras. 


е 


14... + an um polinômio com coeficientes inteiros. Se ао, 


3.8.4. Teorema: Seja P(x) = ах" + ax” 
P(x) = 0 nao possui raiz racional. 


P(1) são números impares, então a equação 
Demonstração: 
Vamos supor que P(x) tenha uma raiz racional p/q, p e q primos 
ubstituindo x por p/a, impondo que P(p/q) = 0 e multiplicando a equação р 
+ ay. ip” qas cop 242 o +ард | + 809° = 0 С) 

que as primeiras n parcelas são diyisiveis pot p: p | jar 

que as ültimas n parce ivisíveis por q: q | ар ` i 
mo p.e q são ambos ee ae ушы xm arcela é determinada pue oon 

polinômio, e a paridade de asp" + an-ıp" d ER ee ee ad 
Paridade da soma de todos os coeficientes ai. é determinada pela soma dos 
— aan) + 45. 2 + Hay f am а paridade de FC!) ma contradição. 
pp) 2 socficientes. Entretanto P(1) é impar e (*) é par (igual a zero), ane 

Não possui raiz racional. 


entre si e que ao € An São Impares. 
or q”, temos: 


sabendo-se que 2i e i são raizes da equação 

U + +90 + 4x + 4 = 0 , então essa 

equação possui duas raizes irracionais distintas. 
(Unifor-2000) Considerando que a equação 

a = 0 admite uma raiz racional 

negativa, € correto afirmar que suas demais raizes 

são números à 

a) irracionais. b) não reais. 

с) inteiros positivos. d) inteiros negativos. 

e) racionais e não inteiros. 


62) (UEL-2003) Sobre a equação XXI 
0, é correto afirmar que: 

a) Possui três raízes imaginárias puras, 

b) Possui três raizes reais cuja soma é 1, 

c) Possui três raizes reais cuja soma é 3, 

d) Possui duas raizes reais e uma imaginária pura 
c) Possui uma raiz real e duas imaginárias puras. 


63) (UFRN-2005) Duas partículas se movimentam 
no plano de acordo com as trajetórias dadas pelas 
funções f(t) = Û e g(t) = 2t + 1. Após uma delas 
cruzar a origem, O instante t em que elas se 
encontram tem o valor de 


1445 1435 
Hr Шу 
= 3 
91-15 0 
2 2 


64) (UFU-2000) Sabendo-se que as raizes de f(x) 
=X + Ax + Bx + 8 formam uma PG de razão 2, 
então A é igual a 

3)-4 b)? cs d)-3 


_ 85) (UERJ-2003) Um ciclista e um corredor 
Someçam, juntos, uma competição. A curva 
o, cuja equação ée = t^ + at + bt +e, 

а posição e, em metros, do ciclista, em 
do tempo t, em segundos, em que a, b, e c 


reais fixos. 


No instante em que o cicli c y 
us ta parte da à 
pari © corredor inicia um — f 
а equação € = 41, na mesma pista e no mesmo р 
sentido. Determine a posição mais afastada da 
origem na qual o ciclista e o corredor voltam a se 
encontrar. 


66) (FEI-2012) Se i é raiz da equação x* + kx! + 
3x" — 2x + 2 = 0, então a soma das demais raizes 


dessa equação é: 
(A) 2-i (B) 2i (C)2*i 
(D)2 (E) 3i 


67) (Fuvest-2001) Considere dois nümeros reais A 
ey tais que J -. u = e zu = 0. 

a) Determine uma relação entre À e p, para que 
as equações polinomiais Ax ' - nx -x- (А +1) 
ÜeAx -x- (À. + 1) = 0 possuam uma raiz 
comum. 

b) Nesse caso, determine a raiz comum. 


68) (Fuvest-2002) As raizes do polinómio p(x) = 
x) - 3x! + m, onde m é um número real, estão em 
progressão aritmética. Determine: 

a) o valor de m; 

b) as raízes desse polinómio. 


69) (Fuvest-2004) O produto de duas das raizes do 
polinômio р(х) = 2x’ - mx? + 4x +3 é igual a-. 
Determinar 

a) o valor de m. 

b) as raizes de p. 


E-2012) O polinômio х + axê + bx + 19 
Had . inteiros, e suas 
raizes são inteiras e distintas. Indique la] + ll. 


são 
71) (UEM-2013) Sabendo que а, Ape 


números inteiros e que o núm E ++ 


Ha equação admite como raiz, um número 


gal equação não admite como raiz, um número 


positivo. SER Я 
d) tal equação não possui raiz da forma bi, com h 


115) (ITA-87) O número de soluções reais da 
| equação: sen" x + sen’ x + sen x + sen" x + sen? 
x=5 € 
| a) um número maior que 12 b) zero с)2 
| 910 o! 
116) (ITA-88) Sejam a, h e c constantes reais com 
а ж 0 formando, nesta ordem, uma progressáo 
aritmética e tais que a soma das raizes da equacáo 
a + bx + c= 0 
válida entre he c é: 


de Eds b) c- b(2-42) 


Üesh42-) — d)c-b42 
24-13) 


é V. Então uma relagäo 


117) (ITA-91) Os valores de m de modo que a 
equação x’ — 6x — mk + 30 = 0 tenha duas de 
suas raizes somando um, são; 


39 b) 43 ез 
32e-2 eh nda 


c)le-1 


118) (ITA-93) Considere a equagäo de 
cientes reais 
5 
Х +mx E 316x2 egg +P=0,m2 
m 
O para a qual 1 + 3i é raiz. Sabendo-se que a 
admite mais de uma raiz real e que suas 
izes reais formam uma progressão geométrica de 
inna sira q cujo produto é igual a 64, podemos 
ауду" we P/m é igual a: 
b) 30 


c) 40 d) 120 e) 160 
119; 
cet) As raízes da equação de 


reais x? + ax? + bx + c = 0 são inteiros 
den lers Кешуов, A soma dos quadrados 
igual a, 3 6 igual a 14, Então a? +b? + c^ é 
a) 190, 


90 by 194 ©) 192 d) 193 c) 194 


420x + 54 
as raízes nie 9 Soma dos quadrados de todas 
a) 7 b)19 021 das e) 25 
121) (ITA-9 inó 
K ?f r are ш P(z) = 25 
a) Apenas uma é real. 
b) Apenas duas raizes são reais e distintas 
©) Apenas duas raize: 
d) Quatro raízes são 
distintas, 
€) Quatro raizes são reais, sendo 
iguais, 


5 são reais e iguais 
reais, sendo duas a duas 


apenas duas 


122) (ITA-97) Sejam ay, az, аз e ay números reais 
formando, nesta ordem, uma progressão 
geométrica crescente com ay » 0. Sejam x), x; exi 
as raízes da equação aix! + aax? + ax + a, = 0. Se 
X; = 2i, então: 
a)xitx+x=-2 


5 
Oxf ex ed =4 
€)Xi.X:*Xi.X1 *XYo. X317 5 


123) (ITA-99) Seja p(x) um polinómio de grau 3 
tal que p(x) = p(x + 2)— x” — 2, para todo x € R. 
Se-2 é uma raiz de p(x), então o produto de todas 
as raizes de p(x) é: 
a)36 b) 18 c)-36 4)-18 e)! 
124) (ITA-2001) O valor da soma a *h para ае, 
as raízes do polinômio 4x* — 20x? + ax’ - = : 
estejam em progressão aritmética de razào 1 
a)36 b)4l c)26 d)-27 e)-20 


x 3 2 
quação x — px 
25) (ITA-2002) Sabendo que a equação x 
бн q, ql. me N, possui trés raizes 
reais positivas a, b, e c, então 


J al a: 
loga [nich +n? oo үе 


d) m-ploggP 
е) m - 2p logꝗ P 


a) 2m-plogg P 
b) m+2ploggP 
с) m+ploggP 


IR tal que à equação 2x 


126) (ITA-2003) Seja k © uma raiz dupla e inteira 


x, c uma stinta de x Entäo, (k + xı) Noé 
raiz xo. disti! 1 

П 

es ol d)2 e) d 


Ig = 0, sabendo que se x, x: e x são, 
respectivamente, as raízes então 2 „1 L. 
х: х Xj 


149) (IME-90) Para que valores de p 2 equação x“ 
+ px + 3 = 0 tem raiz dupla? Determine, cm cada 


caso, as raizes da equação. 
150) (IME-91) Mostre que o número x = 


$- 9 + E ee € 


151) (IME-91) 

a) Sendo dada a equação x’ + px +q =0, p. a € R, 
que relação deverá existir entre p e q para que uma 
das raizes seja igual ao produto das outras duas? 
5) Mostre que a equação x’ — 6x — 4 = 0, satisfaz a 
relação encontrada e, em seguida, encontre as duas 
raizes. 


152) (IME-97) Sc tg a c tg b são raízes da cquacáo 
x+px+q=0, calcule, em função de p e q, o 
valor simplificado da expressão: у = sen” (a + b) + 
psen (a+ b) cos (a+b) + q.cos'(a +b). Considere 
p. q s Я com qa. 


153) (IME-2004) Considere o polinômio P(x) = х? 


+ ax + b de coeficientes reais, com b #0. Sabendo 
que suas raizes säo reais, demonstre que а <0. 


154) (IME-2005) Sejam a, b e c as raízes do 


+ rx — t, onde r e f são 


ГА 

SU + pst? 187? = 0 para 
n а Mn onm 
uer número natural А. 


) Resolva a equação Зх? — 13x? + 


A( )5(5-243). 
С( )30(5-243). 
E( )50(5-243). 


B( )155- 
D( )45(5 - 


157) (ITA-2011) Considere a equação algébrica 
44 

Tx. =0 Sabendo que x = 0 é uma das 

hal 

raizes e que (a. a. a é uma progressão geométrica 

com a; = 2 e soma 6, pode-se afirmar que. 

2) a soma de todas as raizes ¢ 5. 

b) o produto de todas as raizes é 21 

с) a única raiz real € maior que zero 

d) a soma das raízes não reais é 10. 

€) todas as raízes são reais. 


158) (IME-2012) Os números reais positivos x), х: 
e x; slo raízes da equação x - ax’ = aè - Ëx, 
sendo be IN (natural), ae IR (real) e a zd 
Determine, em fungäo de 

log. Г +X, se yis] ? 


Ехегсісіоѕ 


01) Resolver a equação 5х? – 37x° + 90x-72=0, 

sabendo que uma das raízes é média harmonica 

das outras duas. 

02) Resolver a equação geral do terceiro grau. 

2, + Ape + Asx + As = 0, sabendo que uma das 

raízes deve ser igual a soma das outras duas. 
equação - 


b slo raizes da 
„ б, teremos logos” + loge + logna® + 


4.3. TRANSFORMADA RECIPROCA 


4.3.1, Definição: 


* ; T n n-i 
Suponha que a equação polinomial аах + Ba - aX Po ax a i 


mo raízes os números complexos nào-nulos xı, xs, ..., x, Se F. Po lim, 
0 poli 


bal + ba x" 1 + bx + by =0 admite como raízes os números complexos олц y lino 
1 ^ s о, y il 
SACS e 1 1 Ns 
A MEA „e y, =, afirma-se que bax” + by x" +., 4 A 
tais que y , n ; “+ + 
Ант x X БАЙЛ, 


1 net rie E 
equagäo transformada recíproca de ES 8 et ах + ao = Û. 
Por exemplo, a equação x“ — 5x + 6 = 0 possui como raízes os números 2 e 3, q 
s "quanto que a 


el 
equaçã 2 — = i i Úmeros — e —. : 2 
equação 6x^ — 5х + | = 0 possui como raizes 05 nümeros 2 c 3 Logo, a equação 6x? _ * “ag 


transformada reciproca de х? — 5x + 6 = 0, e vice-versa. 
Note que uma equagao polinomial que admite zero como uma de suas raizes no pr 


M Vm 1 ) P 
transformada recíproca, uma vez que nào € definido,o valor de 7, que deveria ser raiz da e 


transformada reciproca. 


4 


. Aplicação 

Seja a equagáo polinomial ах” + an-ıX" +... + aix + ay = 0, de coeficientes complexos, 
raizes são os números complexos nào-nulos Xi, X2, .... Ха, Para determinar a equação cujas raizes: 
recíprocos das raízes de B tee ep a l+.. + ах ap = 0 basta fazer a substituição nesta equ 


1 : р 5 А 3 . — 
por = e depois multiplicar a equação por х", de forma a transformar a equação em racional 
x 


* e " E 2 
polinomial. Por exemplo, suponha que a equação do 3° grau 3x — 2x" + x= 5 = () possua como 
" 4 ] F : 2 4 1 
números a, b e с. Para determinar а equação cujas raizes sejam —, — e = basta trocar x po 
a X 


equação original: 
3 2 
Jo 
x x * 


NI 2 H ^ 
Sx = x + 2x - 3 = 0, cujas raízes são ES 


-520 xx! > 3-2x*xl- 53 =00X ШЕ 


x 
4 


a E е 

Assim, afirma-se que 5х? — x? + 2x — 3 = 0 é transformada recíproca de 3 2 +X 

0 procedimento acima pode ser generalizado para uma equação algebrica qualquer, ( 

não seja uma de suas raizes. Suponha que a equação polinomial anx" + ap- +. FOR 
coeficientes complexos, possua como raizes os números complexos não-nulos xi. X2 . 


1 
x por — nesta equação: 
x 


Ly ; | n-i | 

4 %% J „4 = da, Boot a =0 x 
Ar nal 3 iix phis 0 > r 0 

By Fay IX + tax"! = 0 => aa +... ау ix tan =0 


Desta forma, de modo a obter a equação transformada recíproca de uma © 


à equação invertendo a ordem dos coeficientes, onde 
endo oetici ue ocupava a 
passa a ser o primeiro coeficiente, ay que era o im coeficiente р 


Coeficiente, assim sucessivamente, até ap, que era o primeiro coeficiente e agora 
К 


ca 


= 2 * $ 
ony rt: 1) - (= > E gab ** > 
EHRE x x na 8 
YA NS 7+ =0 = SX 7x + 3x × + 2x +3 =0 
RA 
24) 2 за eua сч ize. s nü Р — 
2 4 ação 5x = 7X =X — 1 = 0 possua como raizes os números complexos a, b c c 
y qu eor izes sejam l peru 
ine a equação cujas raizes sejai б^ 2b 20 
S te deve ser feita uma transformação multiplicativa de modo a determinar uma equagäo que 
DS: 
possua como raizes os números 2a, 2b c 2c. Para tanto, basta Бараа по lugar de х па equagäo 
(x) fx] fx 5 : : 
ww stb E] -|—|-1=0 > —-——-—-120 x8 > 5x -14x"-4x-8=0 
cent (3) (2) (3) EA 
deve-se determinar uma transformada recíproca desta última equagäo: 
3 2 
ft) ft) af auo SSH u хх > 5-14 
A) \х x QE 
2 Ra 1 
+4 + 14x-5=0, cujas raízes são , — e —. 
j 2a'2b 2c 


3) Sejam X1, Xa, Хз, a Х as raizes da equação polinomial x" x^^ t + 1 = 0. Calcule o valor de: 
I 1 1 1 


( HE A 

4-1 x,-1 x,-l ха 

Solução: 

Seponha que a,x" + a, 1x" +... + ax + a O seja uma equação cujas raizes são х; – 1, X2 — 1, ..., xa 1. 
Aplicando a algoritmo de Homer-Ruffini para obter esta transformada aditiva: 


Mis: 
— 


m же" vociproen de V vspéele e grau par 


mu ME ho текти de 1º enpéele e prau 2 û di f 
irm ^ formula de Malaria ха: ев 


"TEIL mund a 
h by 
t 
J N 


pe 


' à ^ 0, que pode facilmente 


b 
канні е0 u xe 
“ 


"TT T il = 2 


e revlproeas de 1" anpdule e grau 4 posiuem a forma ах’ + bx’ + ex? + bx + a= 0, Um 


MMHG mid 
I] — 
ed 


procedimento pari reno! 
“+! ead + bx a*0 «x! oc ax Here tat en E Ж О enfe eeu > 


TE 


Vazendo (=X + : segue que al + bt + e = 2a = 0, Assim, usando a fórmula de Bháskara 


ОСКЕ 


determina-se dola valores de 1, digamos t € ty Desfazendo a substituição t= x + 1 encontram-se duas 
x 


equações do 2º grau: x ur 100 v, o X! = 19 0, que resolvidas fomecem os quatro valores de x 
que ehem а equagho ах 4 bx? ox? bx a= 0, 


Muti 

| de forma ax’ + bx" + ox" + dx! + ex? + bx + a = 0 são classificadas como recíprocas 
de grau hi Um método para determinar suas raízes será descrito abaixo: 
wy roh ede rod bx eam ex! mw ux Hbi code Sete e = 


E ете) но = 


lesione = 


н? н(е 3t d= 2b 0 


—s Equação reciproca de 2" espécie e grau par | 


А principio, toda equação recíproca de 2º espécie e grau impar é da forma 
E Fo, 3 T rat = aX is cay ac cay e Û 
2 em- 


Contudo, o coeficiente simétrico de a, é ele próprio, fazendo com que a, = - ay, ou seja, a, = 0 


Assim. conclui-se que a forma geral de qualquer recíproca de 2* espécie e grau impar é: 


ae * a + و یو‎ A — ain cap = 0 
Observando os cocficientes da equação conclui-se que x = | e x = ~ 1 são raízes desta equação. 
с então baixar duas vezes o grau desta equação, aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini duas 
x= 1 e outra para x == 1. Por simplicidade a aplicação deste algoritmo será apresentada 
de 2" espécie e grau 6: ax" + bx’ + cx! cx? - bx = a = Û, 


Pode-si 
vezes, uma para 
para um exemplo numérico de uma equagäo 


1 a b с 0 -€ -b | -a 
É a a+b a bee atb+e a+b T щй 


ax + bx ex – cx? - bx -a por x- 1 é o polinômio 
tá associado a uma equação recíproca 


. Я + "Logo. о quociente da divisão de 
ax (a b + (a + b + с)х? + (a +b + с)х? + (a + b)x + a, que es 
de 1" espécie e grau impar. Dividindo este quociente por x +1 

= a a+b a+bte atb*c ГЕЗ eet eee 
a b ate b Р ! E 
cx e- bx - а por * 16 | 
de 1º espécie e grau par. 
foi apresentado no item 


isto de ах? + bx’ + ex" 
aV + bx + (a ch + bx + a, que está associado а uma equação reciproca 
Além das raizes 1 e — | as demais raízes podem ser determinadas usando o que 
4.4.3.1, sobre equações reciprocas de 1* espécie e grau par 


| 
| ; Р i E 
| i Assim, conclui-se que o quociente da div 


Estudo do Ponto 


LANO CARTESIANO m 1 
54. P idealizado pelo famoso matemático francés René Descartes, os sistema de eixos cartesianos é 
apear todos os pontos de um plano. Para tanto, a todos os pontos de um plano são 
as estas que são definidas pela projeção do ponto sobre 


forma de m pi 
uma Їй coordenadas retangulares, coordenad: 


associadas 


dois eixos 
Q exemp! 


perpendiculares. ] ч 
lo abaixo mostra como identificar a coordenada de um ponto P sobre um eixo qualquer. 
um eixo real deve estar devidamente definido (direção e 
sentido) € identificado (neste caso está denominado de eixo x). Um eixo real 
é uma reta orientada onde cada ponto desta reta representa um diferente 
número real. Depois deve-se observar a escala do eixo. Finalmente, basta 
projetar este ponto sobre o eixo e identificar o ponto de interseção desta 
projeção com o próprio cixo. No caso da figura ao lado a projegäo do ponto 
P sobre o eixo x intersectou o eixo em um ponto no intervalo [= J. = 2]. 
a coordenada do ponto P medida pelo eixo x poderia ser, por exemplo. xp == 1,6. 


Inicialmente, 


Desta maneira, 
csianos lançamos mão de dois eixos perpendiculares, geralmente 
denominados de eixos x (também chamado de cixo das abscissas) e eixo y (ou eixo das ordenadas) para 
mapcar todos os pontos de um plano, associando duas coordenadas a cada ponto. Observe a figura 


abaixo, onde iremos identificar os principais itens de um sistema de eixos cartesianos. 


No sistema de eixos cart 


х e y, são perpendiculares e a 
ponto que representa O 
Este ponto é denominado 
presentado pela 


e os dois eixos, 
1° quadrante interseção deles ocorre no 
número zero em cada eixo. 
de origem do sistema de eixos e é re 
letra O; 
+ as coordenadas de um ponto neste sistema de 
eixos são determinadas pelas projeções do ponto 
sobre os eixos x e y. Por exemplo, na figura ao lado 
pode-se identificar que хь = 4 e yp = 3. Da mesma 
forma, conclui-se que X Aeye7- l; 

+ A simbologia mais sintética para representar as 
coordenadas de um ponto ¢ P = (хь УР). Por 
exemplo, os pontos р е О da figura sào 
representados por p-(4.3eQ-C4- Ha. 

+ os dois eixos dividem o plano em quatro regiões. 


ыш de quadrantes, conforme mostra а figura; 

Er ао pertencente ao 1° quadrante possui coordenadas x e Y positivas. Todo ponto осе 

i miri possui coordenada x negativa e y positiva. Todo ponto pertencente ao 3 quadrante 
ы adas x e y negativas. Todo ponto pertencente 40 4º quadrante possul coordenada X 


€y negativa; 
ón } 
Possui Ponto pertencente ao eixo x possui coordenada y igual a zero. Todo ponto pertencente 20 Nga 


coordenada x ; 
* A origem X igual a zero; | 
ES do plano cartesiano é o único ponto do plano cujas ambas coordenadas sáo nulas. 


2º quadrante 


y " 
radio 4º quadrante 


Estudo da Reta 


:ACAO GERAL DA RETA 
= 3 . e (x, y) de todos os pontos Р de 


Ч uma reta t no 
Jacionadas por uma equação da forma ax + by + c = 0, denominada de equação ao T 
relaci 5 
йо: E i 

Ена" é a reta determinada pelos pontos distintos A(x), У) e B(x, yj m 
| considerar ; 
|1* CASO: xı =x =k 

ya 


Neste caso, a reta determinada 1 Pontos 

a0 eixo das ordenadas (reta veria € tod 
| desta reta possuem coordenada x i 
| geral da reta ré x — k = 0, Portan 
| da forma ax + by + c =0, 


ortanto 
onde a= |. 


| 2° CASO: yı = у, = к 


Neste caso, a reta determinada pe 
ao cixo das abscissas (reta. 


| " desta reta possuem coorden: 
| —ͤ— geral da rela r ¢ y - k = Û, 


forma ax + by+c=0, onde: 


3° CASO: MEX e yty 


3.8. DETERMINAÇÃO DA EQUAÇÃO DE UMA RETA 


1° CASO: Determinagdo da reta a partir do cocficiente angular e do coefici, 

Sendo dados os valores do coeficiente angular m e do coeficiente Ine a 
diretamente a equação reduzida de uma reta, bastando para isso substituir m e ES n po 
Por exemplo, a equação reduzida de uma reta cujo coeficiente angular é — 1 e Eh 
igual a 3 é dada por y ^ =X + 3. ujo 


Considere que seja dado o coeficiente a 
ponto A(xo. yo) Seja P(x, y) um pont 
construgáo da figura tem-se que o coefici 
ser calculado pela tangente do ángulo АРА 
m= (PAQ) = > m= 


AQ хах 


Desta forma, а equação da reta que possui coeficiente angular i; 
(1.3) pode ser determinada da seguinte maneira; 


y-3-(-2(-1) > y- ASS 2x + 5 (eq reduzidi 


Observação: 
for citado que o coeficiente angular da reta não está definido então 


ulo que a reta faz com o eixo x é igual a 90º (reta vertical) e assim a 


3º CASO; Determinação da reta que passa por dois pontos distintos, 

Considere que agora são dadas as coordenadas de dois pontos A(X. yi) € 
de determinação da equação da reta a partir das coordenadas de dois p 
anterior, bastando calcular o valor de m a partir das coordenadas 
demonstrado que o coeficiente angular de uma reta que passa pelos pon 


m=% Assim, a equação da reta que passa pelos pontos (хі. yı) 
* 2 5 


y رو‎ > у-5-20-3) 
3x - Ay + 11 = 0 (eq geral) | ; 
Observação: 00 > 

Se xı = x2 en 


caso, é dada poi 


E ea f 
у-у, = (x = и 0- 
y AS х) => y- bu се сч ы 
y-ba-ly э Yok 
a b a 


Por exemplo, а reta que corta оз cixos cartesianos nos pontos (0 2) € (- 3, 0) possui equaca 
1 > sui equação 


x 
segnentria dada por 2+5 = 1. Desenvolvendo; 
Aia > -2х+3у=6 = 2x-3y*670(eqgeral) => y IE (eq reduzida) 
3 
5.10. EQUAÇÃO PARAMÉTRICA DA RETA 
A equação paramétrica de uma reta consiste em escrever as coordenadas, x e y, de um ponto 


qualquer de uma reta como função de uma outra variável, Esta representação é, em geral, linear. A 
forma geral de escrever a equação paramétrica de uma reta, em função da variável auxiliar t, onde as 


duas equações são lineares, é: 
x=at+b 
onde a, b, c e d são constantes reais. 
| A partir da equação paramétrica é possível determinar as equações reduzida e geral de uma reta, 


bastando isolar a variável auxiliar em cada uma das equações e fazer a devida substituição, de modo a 
conseguir uma equação somente nas variáveis x e y. 


Exemplos; 
1) (UCPel-2010) A equação da reta determinada pelos pontos A (0, 3) e B (3,0) é 
(A)-2x+y+3=0 (B)x-y-3=0 (С)х+у+3=0 (D)x-y*3-70 (Е)х+у-3=0 


0: 
A equação segmentária da reta que corta os eixos cartesianos em (0, 3) ¢ (3, 0) é dada por: 
x 


sl > xty=3 > x+y-3=0 


E231 | 
da reta dada pela equação paramétrica | -— 


СТІ POSIÇÕES RELATIVAS DE DUAS RETAS 


5.11.1. Retas Paralelas 
y] Considere que duas retas r e s «й 


equagöes dadas рог 
é e[s Y Emas 


Sabe-se que m, = tg 0; e m; = tg By, US Did 

que as retas r c s fazem com o cixo x, regte 6 
Sabe-se também que г e s são paralelas 
Assim, tem-se que tg 0; =tg0, > 


«Y 


o 


Portanto. afirma-se que as retas y = 2x + 3 e y = 2x — 10 são paralel; 
mesmo coeficiente angular. 


Observacóes: 
1) Duas retas coincidentes também são paralelas. Assim, a reta y =3x = 2 
paralelas. 

2) Caso os coeficientes angulares de duas retas náo sejam definido 


perpendiculares ao eixo x е, portanto, paralelas. 


6.11.2. Retas Concorrentes 


säo dadas 
Se men as retas 


cartesiano (duas dimens6i 


Note que o ponto P, inte: 
coordenadas respeitam tanto 


retas ге 5: 


Por exemplo, o ponto de interseção das retas y: 
í É y=2x+3 
sistema linear: > 2х+3=6х-1 >! 
y=6x-1 


Observagäo: 
1) Caso as retas sejam dadas a partir de suas equag 


resolver o sistema linear formado pelas 


Sejam A e B 
Of pontos onde a 
i ; i 5 relasresi 
eixo x. Seja P o ponto de interseção E a 0 
clas res, 


Observe o trián 
gulo PAB. 
somente вс: В. O ángulo ZAPB será reto se c 


ZPAB = 90°. ZPBA <> Ө› = 90" 
0,=-90"+ 0; e 0) =0: = 90° > 
V tg 0,(g 0 0 es mm = e mum 1 

2 әр <= 


Deste modo r Ls & mım==]] 


~(180"= 04) es 


Deste modo, pode-se afirmar que as retas г: 3x + Ay = | = e s: 4x — 3y + 9 = 0 são 


3 4 
perpendiculares, uma vez que m, ——4 S e) fazendo com que m.m,  — 1. 


ção: ^ А 

1) Há apenas uma exceção a esta regra, que ocorre no caso de uma reta r vertical (paralela ao eixo y), 
o coeficiente. angular não é definido, e uma reta $ horizontal (paralela ao eixo x), cujo coeficiente 

` angular é nulo. É evidente que г e s são perpendiculares, entretanto o produto m.m, não vale — 1. 


5114. Feixe de Retas Paralelas 


Tr 


Suponha que as retas fı, fa, rs, ... SãO todas paralelas. Desta 
forma. todas estas retas fazem o mesmo ângulo com o eixo 
x. implicando que possuem o mesmo coeficiente angular. 
Logo. um feixe de retas paralelas pode ser representado 
pelo conjunto de retas: 

ax+by+c, =0 


E > CMT Considere n retas no plano, todas concorrentes num mesmo 
ponto Р(хо, yo). Sejam n: ax + by + o = 0 e gi dx + ey * f=0, 
com i * j, d 
interceptam-se no ponto P, 

- faxtby+e=9 am di 
d f=0 


d 


5.11.6. Retas Simétricas nite , 
Suponha que г e s são duas retas по plano cartesiano. Os critérios Para a deter; 

terceira reta t que é simétrica de r em relação а s dependem se as ns ra em 

concorrentes. Assim, esta definição será dividida em dois casos, como, segue abaixo, о Parka, 1 


1^ CASO: As retas r e s são paralelas 
Definição: A reta t é simétrica de r em relação a s se е somente se t é paralela a гезе в 
entre as retas r e s é igual a distância entre as retas Les, a 


Suponha que as equagdes dere 5 Sejam dad; 4 18 
г у= mx en siy = mx +n pon _ 


Br 


Como a reta t é paralela ате s então a gy LL 
reduzida é dada por t: y = mx + n" ; 
Sabe-se que a ordenada do ponto de 
com o cixo y é igual ao seu coe 

distancia entre as retas r e s é iguala ¢ 
t € s, então o ponto de interseção. 
ponto médio do seguimento d 


„nen“ 


=> nº=2n'-n 


2" CASO: As retas r e s são concorrentes 
Definição: A reta t é simétrica de г em relação a s se e somente se 
s e se o ángulo formado pelas retas r e s é igual ao ângulo formado 

y A demonstração do с; 
muito extensas. Р 
um exemplo. Supe 


€ C, respectivamente, os pontos de interseção 

Como ZCPB = ZAPB então ACPB = 

Ponto médio do segmento AC. 1 

Escolhendo B(4, 1) entäo a reta ud 

у-1=3х-12 5 ш 3 - yai 
3x-ysll 12x -4y s 
5x 44y 13 ls 

Como B é ponto médio 


57 
“x, 
16 17 
Valdo m Ba " 
уве 3 2 
pontos P e C: 


n passa pelos 


minar as coordenadas do ponto P interseção entre r e s, Note que t 

um ponto qualquer В (distinto de P), sobre a reta s, RER К 
a equação du reta u que é perpendicular a s passando por 5e 
an coordenadas do ponto | A que é interseção da reta u com a reta г. 
o que B é ponto médio de AC deve-se determinar as coordenadas d el 
day coordenadas de P'e C, determina-se a reta t simétrica de т em pe é $ 


1) (AEA«2003) Dadas as rotas de equações 
тужат 
my * bi 
- determine a relação entre à, a, b e by que está correta, 

a) Bea a eb by teme r // ri. | 
de n n eb bi temese r% ri. Eb. 
€) Sea v ai e teme«se r 7 ri | 

Seay шери b, temene r // rj. | 


о cada alternativa: 
"das d 


m o mesmo coeficiente angular e portanto so paralelas, 
VERDADEIRO 
dentes, FALSO 


A= 


a) Sabe-se que as diagonais de um quadrado são 


perpendiculares 
macmsp=-] > mac(l/2)=-1 > Mac=-2 culares, Então: 
Logo, a reta AC é dada por: У- УА = тАс(х X = y 


v 


S 2+2 = yoy 13 Usa] 


: ) 
Fazendo a interseção entre as retas AC e BD encontramos as coord 
diagonais do quadrado: Qo Chadas do 
Í Ponto 
x 5x 
1 > == = 
2 =. 2 тише کک‎ Yu =§ 


b) Sabe-se que o ponto M ¿o ponto médio das dua 


5 diagonais. Logo: 
XV +X, Irx 


Xu = = = улс: > %=7 
NEN 5 Ш+ 
Ун === 5= ES yc7-1 


c) Uma vez que os pontos B e D pertencem à reta BD dada por y 
da forma B(x}, xy/2 + 3) e D(xp, xp/2 + 3). Como o ponto Ме o 


AM=BM > x, хм (УА Yu)? = ly = 
(1-4)? +(11-5)? = (xp 40 + (xX /2+ 3-5) 


a lox, -25 =0 => ха x; 


=x/2+3 0 
ponto mé 
MY) = 


> 9+36=x ~8x, +164% 


~20=0 G 108 20 0 => 
Como ув = xp/2 + 3, quando xg = 10 entäo ув = 
Ма verdade, como a expressão para o cálculo di 
Xp = — 2, enquanto se xg = — 2 então xp= 10. 

Desta forma, os pontos B c D são dados por (10, 8) e (- 2, 2) 


8 e quando xg=—2 então ув = 
e Xp é a mesma do cálculo d e 


3) (ESPM-2006) Dado no plano cartesiano o triángulo de vértices A(4, 0), B(0, 
altura relativa ao vértice A é igual a: 


a)4 b) 5 c) 442 d) 342 e) 2/3 


Solução: 


O coeficiente angular da reta BC é dado por Mye 


Como a altura relativa h ao vértice A é perpendicular a BC então m, 


Assim, a equação de h é dada por: 


4 


N= MX = хл) > y-0 


3 (x—4) = 3y=-4x+ [o = 
A equação da reta BC é dada por: 

In = тво(х = xg) > y-2-16-0) > 4у-8=3х > 
As coordenadas do ponto P, pé da altura relativa ao vértice 
com a reta BC! 4x+3y=16 +12y - 


11) Na figura abaixo, a reta s tem equação Зу + 2x — 


A 5 6 16 = mre 
ue angular igual a 2. Calcule a área (em unidades de área) a are Ha r passa pela origem e 


о compreendido entre 


tem ene o eixo das abscissas. 


gs retas 
y 


о: 
Uma vez que o coeficiente angular da reta r vale e a coeficiente linear vale 0, entäo r: y= 2x 
As coordenadas do ponto A são dadas pela solução do sistema lincar: | ES. 
X у= 2х 


at 16=0 > хл=2 > ул=4 
A coordenada x do ponto B é obtida substituindo y = O na equação geral de s: 
30+2x8— 16=0 => хв= 


Aárca do triángulo ABO é dada por S= ne 


5) (UFC-99) Seja r a reta que passa pelos pontos P(1, 0) e Q 1, — 2). Então, o ponto simétrico de 
NU, 2), com relação a reta г ee 

a)(0,0) )(3,0) ©) (5/2, 1) d) (0, 1) e) (l, J). 

Solução: 


A reta r é dada por: уу. = (х=) = 
* x 

0+2 

1+1 

Observando a equação de r tem-se que т, = 1. 

A reta t é perpendicular а г: mum 2-1 => m=-1 

Logo, a equação de t é dada por: y — YN = mix > 

у-2=(—1)(х-1) = у=-х+3 

О ponto М, interseção de re t, é dado por: 

yore! => х-1=-х+3 > хм=2 > yu=1 

у=-х+3 


y-0= (x-1) => у=х-1 


NS: 


6) (FMTM-2008) As retas r e s säo simétricas com rel 


ação à îa y> 
com а #0 e b O. então a equação de s é y, X. Se a eq 
а)у=х/а+Ь b)y=-x/a+b cy х/а 

d)y=x/a+b/a e) y=x/a—b/a 

Solugäo: 


SejaPa intersegäo de rcom 1 
| ; T ] 


> x= р 

y=ax=b к=ах+Ь Эй 
Seta reta que passa por (0, 0) eg 
diretamente que ti yx 3 


O ponto А ¿a interseção de t c 


* b => x, = 9 
I+a 
SeBéa interseção de t com s, 


do segmento AB: 


у lada „ guiada > yy 


Ул Yn 


Xp 


= 5 16-2) 
Yy- Yr = mix xp. У ER TE 
mb 


N 
a a 


7) (AFA-2006) Considerando no plano cartesiano ortogonal as 


mx + y + m = 0 e (t) x = 0, analise as proposições abaixo, cla 
falsa(s). i 


O3mesIR/r-s 

()imeIR/slt 

() Se m = 0, as retas r, s e t determinam um triángulo retângulo, 
() As retas r e s poderão ser retas Suportes de lados opostos de un 


A seqüéncia correta é 
a)F-V-F-F 
b)V-V-V-F х 
Solugäo: 
Determinando a 


13 
E 


1 3 : 
їн angular e t Sido por m, = е o coeficiente linear é dado por a, == 
рефе identificar que M. == men M. 


Ne NY um dos йе 
"T ed e y ento Mo existo m de modo que г =з. FALSO 
t 


jene ie. VERDADEIRO 
verno? paralelo a s e nem a t VERDADEIRO 


mn s m*-l$ VERDEIRO 


з) Num iriángulo ARO, retângulo em A, de vértices B: (t, 1) e C: (3, + 2), o cateto que conté 
pitas û paralelo à rota do equação In = dy + 2 = 0, Então a reta que contém о — AC 4255 
Wee -s bax h O0 por 
da No 


m | 

ação x= dy * 2 = O possui coeficiente angular igual a 3/4, implicando = 

Bere AB e AC são perpendiculares então mac == ann == 4. que mas = 3H. 
4 

u) = 3Зутб=-4х-12 => 


| 
ssim, a età AC & dada pott. y = Ye * масх = хо) m yr? 


 ;у-&+0 = ALTERNATIVA A 
o) TAS) Determine à equação da reta suporto de um segmento que tem seu centro do ponto Ge 
eurenidide em сайа uma das retas Х -2у-3=0 ехту+1=0. Dia n AE ABIRE 


eb. 
Solução: 
Seja AB o segmento indicado no enunciado, Como A pertence à miar- 
Logo, a forma geral do ponto A é dada por (2ул * 5 Ул). 

xy + 1 0 então xa == m7 1. Assim, a forma geral do ponto B é 


Como B pertence à reta de equação 

MC уп = 1, Yn) 

| M (5, 0) é o ponto médio do segmento AB: 
inc! zwi 


2y-3-0cndo xa = 2ya + 3 


| psa = Sa 

| 8 š 

Dr m yey => 2 - 5% 8 > 73 = x Уа 1571953 
8 
-5-0 


\ reta que passa por М e В é dada por: у-у aon) > re > 
we „ N =- 
3 


y=4x-20 => A* Sy- 200 


30-9 = $, 
охлу + 2 eno, quação da ea (9 шана 


ta 
stância entre a origem e uma rel À 
5.12.1. eb a reta г definida a partir de sua equação geral ax + "ee 
no possui coordenadas (0, 0), então substituindo x, = 0 a = ۵ 

а ©те 


geo 
TT Va? +b? 
Observação: 


Lembre que ame 198 8 passa pela origem possui equação geral da forma ax + by E 
implicando que dp, r = 0. i 


sistema cartesia 


entre ponto e reta encontra-se: 


Exemplos: 


1) (UFMS-2008) Sabendo-se que um quadrado tem um de seus vértices п, 
e que as equações das retas suportes de dois de seus lados são 3x — 
medida de sua diagonal é igual a 


a) 2% b) 242 c) 5,5 d) 5/2 e) * 
Solugäo: 
Uma vez que a origem é um dos vértices do quadrado e (0, 0) pertence А reta r: 
pertence a reta s: 3x — y + 10 = 0, então o comprimento f do lado do quadrado é 
lel 110] — 10 
laz +b? + Vio 
Assim, a diagonal do quadrado vale d = V2.4 = 210 = 2V5. 


а origem do sistem. 
Y= Oer ys lja 


-ya 
dado pela д 
= 0 


reta s è origem do sistema cartesiano: (= do, = 


2) (UESB-2010) O ponto M(= 1, — 1) é vértice de um triángulo equilátero MNP, cujo 
a reta 3x + 4y — 3 = 0. Com base nessas informações, pode-se afirmar queop 
em u.c., é igual a 
01) 43 02)443 038 04) 6/3. — 05) S 
Solugäo: 
O comprimento da altura h do lado do triángulo é igual á distáncia entre o ponto! 

lax, +by, +e| |3(-1)+4(-1)-3| |-10] 
ne dn S 

ab? 3.4 5 


Num triángulo equilátero sabe-se que h xa 2 3 ER 


Desta forma, o perímetro do triângulo é igual a 3/ =4,/3 


3) (ITA-90) Considere a reta (r) mediatriz do segmento cujos extremos são os pontos ет 
Зу + 7 = 0 intercepta os eixos coordenados. Então a distancia do ponto Game 


SS 4 23 2 
a) 2 b) X45 [3] 313 d) m e) В 
Solução: 


Os pontos A c B onde a reta s: 2x — Зу + 7 = 0 encontra os eixos 
= 0 ou y = 0 em sua equação: К 


)2x,-3.0+7=0 > —— 


7 —3ya+7=0 > Yi 


5.13. DISTANCIA ENTRE RETAS PARALELAS 


Sejam r e s duas Tetas paralelas, 
as retas ге 5, Uma vez que y 
iguais, as equações gerais de И 
tax + by 
Assim 


Exemplos: 


1) (AFA-2003) Na figura abaixo, as retas r es säo paralelas. Se Р(х,у) es, 
zv 


Solução: 
A reta r possui coeficiente angular igual a tg (135) = — 1 e coeficiente li 
que a equação reduzida de r é dada por y = — x, cuja equação geral é dada | 
A reta s é paralela à reta r, implicando que sua equação geral seja x +у+с=0 
Como a distancia entre res é 3 então 3 = M = JJ = 
F 
Observe que a coordenada y do ponto que a reta s corta o cixo y én 
Fazendo x = em s tem-se que y = — c, De modo que y < 0 conclui-s 
Assim, a reta s é dada por x+y+,6=0 = Xp уруб А 


2) (Ciaba-2009) Dois dos lados de um hexägono regular 
equações 4x + 3y + 28 = 0 e 8x + бу + 15 = 0, respectivar 
entre 

(A)13e 14 (В) 14e 15 (C) 15816 
Solugäo: 


Multiplicando a equagäo de r 
Calculando a distância d entre r e: 


8x+6y+15=0 


NGULOS ENTRE DUAS RETAS | 
KI 


finição 
T 9 alo formado por duas retas r e s num plano é 
s. Observe a figura abaixo: 


definido 
a> pelas fea re > como o ángulo 0 tal que 0 < 0 < 2/2 


Perceba que as retas r e s fc 
es formam dois ài 
PEU i ngulos, Ө e si 
180° — 0, Entretanto, convencionou-se que o án lo f i a 
retas r e s é o ángulo 0 tal que 0 < 0 < 1/2 rl ein 


18000 


Note também que tg 0 = = tg (180° 0) 


8.14.2. Se um 

Suponha que a reta s seja vertical (paralela ao cixo y) e que o 
ângulo que a reta г faz com o cixo x seja igual a a. Assim, tem-se 
que m, = tg a. : 


O ángulo 0 formando por r e s é tal que 0 = 2 
e 
Como tg 0 deve ser maior ou igual a zero: 


m, 


Observação: 


Seas duas retas foram vi que o ángulo entre elas é igual a zero (retas paralelas). 


erticais é evidente 


5.14.3. Caso Geral 
Suponha que r e s süo duas retas tais que r forma um 


ángulo a, com o eixo X ¢ 8 forma um ángulo da com o 

eixo x, Assim: m, = tg 04 € m, = tg az. 

Note que o ángulo 0 formado pelas retas r e s é tal que: 
шо, gd 

“q -0 => (80 = igla- 02) > (80 = —— 

0 al- =a 190= tele ETIN 


tangente de 0 seja maior ou igual a zero, 
verdade, o valor de tg (180°- 8). 


SENTRE DUAS RETAS i 
ETRIZES Sej 
an + byte=0esax+b + 
"m paralelas que Interseptam-se no 80 5 Q^ dii. 
Seja Bj а reta suporte da bissetriz interna do ângulo formado 
ormaı 


pelas retas r es. 
y) é um ponto qual 


215. piss 


Considere que P(x, 
reta Bi. Sabe-se que as distâncias d 
uma bissetriz às duas retas que form; 


quer, distinto de Q, da 
e um onn qualquer de 
am o ángulo säo iguais: 
нан lax+bx+c|_ja,x+b,x+c,| 


ash? a 
a, +b; vai +b 
a,x +b,x +c, ¿AX t bxc, 


2 2 
a; +b; аз +62 


Note que a resolugäo da equagäo anterior resulta na equação de duas retas, cada uma para cada 
sinal do + da equação. Uma delas € a equação de Pi, a bissetriz interna do ángulo formado por r e s. A 
outra equação representa a bissetriz externa f), do ángulo formado por г e s, que é perpendicular a fj. Isto 
сатте porque todos os pontos de p. também estáo a uma mesma distáncia das retas r e s. O problema 
agora reside em decidir qual das retas obtidas representa a bissetriz interna do ángulo formado por r e s. 
Uma das maneiras de decidir qual das equagöes representa a bissetriz 
interna do ángulo entre r e s é calcular as distâncias de um ponto P 
qualquer da reta r (ou da reta s) às duas bissetrizes já determinadas. 
Sabendo-se que dp,  < dp. ge então a reta que está mais próxima de P 
representa a bissetriz interna de r e s. 


5.15.1. Bissetriz interna de um triángulo 


E [3 Considere que A, B c C são três pontos 
alinhados no plano cartesiano. Para determinar a 
reta que representa bissetriz interna do ángulo A 
inicialmente deve-se calcular as retas ACeAB. 
Suponha que AC é dada por ax + biy + ci = 0 e que 
AB é dada por ах + by + 27 0. " 
Pode-se determinar a bissetriz de À resolvendo 
ax t bx * 6 pesa onde 


- 
yal +b; 


a equação = 
Al% Ya) B(Xp. Yn) puse ai +b} 


posta, i tas obtidas sejam 
ara cada sinal do +. Suponha que as retas ol йш, 
ы Я se 22275 pias bay + ЖОЙ delas representa a bissetriz interna de A e a outra 
E E. issetriz interna 
i esenta a bissetriz interna pee 
ne 2 do para determinar a UNE p ш ae d 
án erinto do conceito de ângulo + ee 
e ângulo entre duas retas Se o ângulo agudo formado u Jem 8 005 
5 com 1 do ángulo que é interna 20 ing o. Assim, 
Кае À da figura acima. ert 
Я is: 
é do ángul servar que аре Fo e 


+0 
(ха, ув) = азХв + Ъзув 
158 ус) = азхс + bsyc + ©з 
(хв, Ув) = Xr + bayn + C4 
c. ус) = axe + bayc + C4 


Se (хв, ув). UN, ус) < 0 então a bissetriz interna do ângulo À ép: 
que se (Xm. yn). RX ус) < 0 então a bissetriz interna de A é ty: a,x + wo : 


Exemplos: 


1) (Ciaba-95) A equagäo da bissetriz do ángulo formado pelas retas de eq 
3y+3=0€ 


а)х+у-3=0 b) 7x-7y+9=0 с)х+у+9=0 
d) 7х + 7у-9=0 с)х+у=0 
Solugäo: 


As equações das bissetrizes interna e externa dos ángulos formados pelas retas das 
3х-4у+6 -— 4х-3у+3 
BR јаз) 
1)3x-4y+6=4x-3y+3 > x+y-3=0 retar 
ii) 3x-4y+6=-4x+3y-3 > 7x-7y+9=0 retas 
Seja P(- 2, 0) um ponto da reta 3x — 4y + 6 = 0. Assim: 
_I%+ys-31_|-2+0-3|_ 5V2 
2 
a L 2 L- _ 542 

^d JT +7 [АД 14 
Como dq, < dy. então a bissetriz pedida é a reta s: 7х – 7y + 9 = 0 


equagäo ә 3x 4 + 6 = + (4х - 3y + 3) 


Pr 


2) (UEFS-2009) Um triângulo possui vértices nos pontos A = (1, 4), B=(4, 
equação da reta que contém a bissetriz do ângulo B é 


A)y+x-8=0 B)y-x-8=0 C)2y-x-4=0 
D)2y+x-12=0 E) y-2x+4=0 
Solugäo: 


Como ya = ув então a reta AB é dada por y-4=0 
Como xp = xc então a reta BC é dada por x A= 


Bissetriz de B: I =4 X74 => y-4=+(x-4 
O + +0 : : : 
Dy-4=x-4 > x-y=0 
ü)y-4=0-x+4 > x+y-8=0 
Sejam t(P) = xp — yp e t(P) = xp + yp — 8. Assim: 
G xa-ya=1-4=-3 
WC)=xc-yc=4-7=-3 
Como ti(A).ti(C) > 0 então pontos A 


forma, a reta x — y = 0 é a bissetriz 
Como (А) (С) < 0 então os An 
Desta forma, a reta x + y — 


5.16.2. Area de Poligono Qualquer 


Sejam Ai(xi, yy) A(x 

jam > Y1), Ar, 
cartesiano formando o et Av, У) пр 
indica а figura ао lado. o convexg (10 


Assim, a área do polígono A 


) А.А éi 
dos triángulos A, A. An, AAA X E 


Ac ArAuAs, a е, 


Aplicando o dispositivo Delta para calcular as áreas dos triângulos tem-se а Sequência 
T 


^ X| m 5x» | У к y X y 
Ba Ya | Na У, » * Ya | х; у, ER Ха Ж 
Ws a) [Ra Yap {Ку Ys]. |Xg Ya х 
ЛИ n o pmo» x, 


Perceba agora que quando as áreas dos triángulos säo somadas os mesmo termos al 
em S, um triángulo e em S» em outro triángulo. Por exemplo, no cálculo da área 
y aparece em S, e no cálculo da área de AA¡AzA4 о termo 
aparecem com sinais contrários no cálculo das áreas dos trián 
últimas duas linhas de um triángulo com os das primeiras duas linhas do próximo tri; 
que possuem sinal contrário sáo cancelados quando as áreas de todos os triángu 
Depois de todos os cancelamentos, encontra-se para a área do polígono a expressäo; 


g= Ka + Ray + хуу, ERYS +..+х„ Y X,Y) (Xa +х,у, t Xy EX Yatt 


X3yı aparece em 
gulos sáo os que result 


Esta expressáo aparece quando todas coordenadas dos vértices sáo organizadas de 
dispositivo Delta, com o primeiro vértice sendo repetido no final da seqüencia. 


vértices do polígono pode iniciar a ОШ dos vértices 


à vértices da sequência devem ser con dei y Delta. Após 
sempre fechando a sequéncia o re * pelo, Pipini tnt 


"onsidere no plano cartesiano xy o triángulo delimitado pelas retas 2х=у, 


"2уехл=- 
: triângulo mede. 3 
ren 1/6 c 9% 972 
OE intense tet: 2x = y 2 

> = К a] * 2 5 

ii) aes: [ro (sd) 


2009) Calcule a área do quadrilátero de vértices 6.8 (1,3), (241) е (54). 
CR. we 


m Teas, as fórmulas acima possuem uma aplicação restrita para o 
Apesar de sinte ER ps triángulo. Isto ocorre porque. dados os vértices de um trià 
do 8 e sen2C é um tanto quanto extensa, Assim, para determinar 0 
e en. eien determinar as equações de duas mediatrizes e calcular 
un. na determinação do circuncentro do triângulo ABC, onde A(5, 2), Ba, 
exemplo, na 


М as maneiras: 
oceder de duas NEE, 48 
D utilizando a expressäo envolvendo sen2A, sen2B e sen2C: 


a= ВС= (хо —хь) Qe X = 4+1 = 5 
b OD = 4+4 N 
в=АВ=/(х„=х„) FO УА) = 16+1 = 


cleo 


lo 


Pela lei dos cossenos: : 
a= 02+ 02 – 2be.cosA => 5=8+ 17222 H, eos A > cosA == 
15 
sen? A= 2scnA.cosA = 17 
7 
b’=a°+c?-2ac.cosB > 8=5+17-2./5./17.cosB => meses E 
84 
sen2B = 2senB.cos B = 85 


= be Lab. CoA = 17=5+8—2./5.2/2.со5С > sc. 


6 
sen2C = 2senC.cosC = 10 


5,5. fuo eO 

8 _Kasen2A+x,sen2B+x..sen2C _ 17 85 10 .912 17 
p sen2A + ѕеп2В + sen 2C SB 216 6 

17 85 10 

15 84 

f 2457355 t Cio 396 ү 
sen2A + sen2B + sen 2C 15,84 6 216 6 

17 85 Ий 


ii) utilizando a intersegáo entre duas mediatrizes 


Ponto médio N de AC: D en m 
2 2 

Mediatriz de AB: y- Ум = E 
EN Xu) 


el + (Ys YY = /25+100 = 5/5 


ax bel _ 35.9 + A 5.4 + 545.1 20 
be a+b+c 345 +45 + 545 
aN tby tey 3 ea SM 505.5 _ 6 
MET a+b+e 3455 + 445$ + 545 
Il- 


A 1 
Reta AB: у-у, Gx. = r = 


^B 
2x *y-19 =0 
2x, y, —19 24 
Como r é igual a distância entre lea reta AB: r= — A = 11 3 
242 


3) (ITA-97) Considere os pontos A: (0, 0) e B: (2, 0) e C: (0, 3). Seja P: (x, 
bissetrizes internas do triángulo ABC. Então x + y é igual a: С 
a) 1245+ J13) b) AMI) c) 10% +13) 
d)5 c)2 

1* Solugäo: 


Como ZBAC - 90" entào o incentro de AB 
quadrantes ímpares: y=x = I= (xı, yı) = 
reta BC: 22 1 > 2y+3x-6=0 


A distância de I à reta BC é igual ar: 


|2r+3r-6| $ 
اام‎ => r. 13 = Pr 
f" 13 = [5.r 6] 


Como r«1 > Vi3r=6-5. > r=6/(5- 
Logo: х+у=2г > х+у= 12/5 +13) 


2" Solução: 
Como o incentro de ABC pertence à reta у = x então tem-se que x, = yr 


Das coordenadas dos vértices conclui-se que а = V2? +3? = Мз; b=3 « 
ax + DX FEKE > Vi3.0+3.2+2.0 
a+b+c 13+3+2 


Assim: x, = * N= 


4) (UFRJ-2009) Os pontos A( — 6, 2). B( 3, = 1), e C(- 
Determine o raio dessa circunferência. ae Y 
1° Solucào: > E 
Árca de ABC; a 2 


Exercicios 


01) (UCPel-2010) Se o ponto (x, x) € equidistante 
dos pontos (4,8) e (-2, 2). entäo x vale 

0 (C)! 
(Aj2 (B) 08) (IBMEC-2005) 


(D)3 (E) -! cartesiano de coordenadas (1 
4 estejam sobre uma a * 
© © 
010) Os pontos A(-2,5) e B(4,5 = e que mesma re 
dois vértices consecutivos de um paralelogramo SE 
ABCD, e P(1,2) é o ponto de encontro de suas 
y Os outros dois vértices desse 


02) (Uncisal-2 


c)ab-b-a. 
e ab +b? 


09) (UESPI-2009) Em um si 

) : varıesıanas ortogonais, os pontos; 

(E 2) e (4,-2) (1,2) e (x.7), com x sendo um 

no primeiro quadrante е distam [3 

valor de x? 

gramo. А) 15 

« vértices deste paralelogramo А) : B) ds 
n) . „Би 


109) Considere um terreno que tenha 
Sabendo-se que as 


coordenadas de tr 
sio А(2,3), B(8.9) e C(6,5), € correto afirmar quc 
o quarto vértice é um dos pontos de coordenadas 10) (ITA-95) Três pontos del 
A02 и) 4 € ү} respectivamente. (0, 0), (b. Je 8 
8 Aer " 0, são vértices de um retângulo. 
(C) (12.10), (3,7) € 6. > vértice sã 
DI (12,11), (4,7) e (0.-1) go mano t р. 
(E) (12.10), (3,7) e (0,1) (3b.-2 4 rue: 
d) b. - 2b) e) (—2b, - 26) 


04) (Furg-2008) Os pontos (1,3), (2.7) e (4.k) do 
plano cartesiano estäo alinhados se e somente se 
A)k=15 Byk=11 C)k= 14 

D)k= 12 E)k=13 


11) (FEI-2008) Num sistema ci 
(O, x, y). se a distáncia entre os po 
c B = (m, 7) é igual a 13, е 
possíveis valores de "m" é igual a: 
(A) 8 (В) -1 (C) 10 
(D)9 (Е)0 


05) (UECE-2007) О рото (2,1) € о centro de um 
quadrado no qual um dos vértices é o ponto (5.5). 
A soma das coordenadas dos outros 3 vértices 
deste quadrado é 

А)12 B)8 C)4 D)2 


12) (UFRJ-97) Sejam My = (1, 2), М; 
= (1,- 1) os pontos médios dos 
triángulo. Determine as coordena 
desse triángulo. 


13) (Unicamp-92) Sejam 
Da, ..., Da, «+» duas 


06) (UEFS-2010) Os pontos O = (0, 0), M = (N3, 
1), Ne P = (0, р), são vértices consecutivos de um 
losango. Sabendo-se que p > 0, pode-se concluir 
que o produto das coordenadas do ponto N é igual 


a 
33443. 5) N3 €)6 
d) 6+23 912 


07) (UFC-2009) Os vértices do 

) quadrado ABCD 
S PU sao são A(-1, 3), B(1, 1), CG, 3) e 
en H D m valores de x e y são: 
Bix=Seysl, 


Tormato triangular, Analisando a 
ifica-se que os vértices possuem 
4), B (4, 6) eC (2, 4). No ponto 
pelos pontos A e C, é 
suporte para luminárias, 
: texto e seus conhecimentos, é 
С eme que а distäneia do suporte até о 
оте mede, em unidades de comprimento, 
n 


b) V3 c) M 
o) N 


2013) Sejam А(— 4, 2), В(— 8. — 8), 


um 


FAM- 

bh. D e D(4, 12) vertices consecutivos de um 
ортто. A altura relativa ao lado BC deste 
ralelogramo é igual a: 
3 Jal 12 

2 5 
۾‎ 79 b) 1 0 A 

20 

e) 


20 
075 
) Em uma planicie, dois cagadores 


16) (UFJF-2009 
armados estáo localizados nos pontos A(2,1) e 
tos de coordenadas C(4,7) e 


Nos pon 
ntram-se duas árvores, Um ponto 


balas de ambos os 


B(14,2) - 
D(11,14) , enco! 
que está livre do alcance das 


cagadores €: 
b) 77,3) 


3) (43-83) 
e) (43,83) d) (27,22) 


e) (9,22) 


17) (UEPB 
C(0, 2) no plano cartesiano Si 
triángulo, se: 
a)m#2 
m 
c)m#3 


-2010) Os pontos Ad, 1), BR, m), 
äo vertices de um 


d) m 
e) m #4 


s A(-3, — 


18) (UEPG-2010) Sabendo que os ponto 
quadrado 


), B(-2, 6) e C(5, 5) são vértices de um 
D, assinale o que for correto. 

JI) A área do quadrado vale 50 u.a. 
vértice D tem coordenadas (4, ~2), 
Circunferéncia que circunscreve O quadrado 
igual a 5 u.c. 

la suporte da diagonal BD tem equação 4x 
0=0. 


0 


211 


19) (Unioeste-2011) Qual 
re 

Coe а reta que passa pel: 
A) 2x -2y- 137 0. 
С) 2x + 27-5 = 0. 
E) 2x + 5xy - 18 =0. 


а equação que 
оз pontos (4, 5/2) e 


B) 12x - Sy +8 
D)-2x-2y+1 


20) (FUVEST-99) A reta r tem equação 2x + y = 

3 : intercepta 0 eixo x no ponto A. A reta s passa 

= £u P = (1, 2] e é perpendicular a г. Sendo 
€ C os pontos onde s intercepta o eixo x e a reta 

r, respectivamente, 

a) Determine a equação de s, b) Calcule a ärca do 

triángulo ABC. 


21) (UFRR-2008) A reta que passa pelo ponto de 
intersecção das retas x - dy = 6 ¢ 3x + 2у= 4c € 
perpendieular ao eixo das ordenadas OY tem por 
equação: 


(E)x+2y=4 


22) (Unifesp-2008) Dadas as retas 

г: 5x — 12y = 42, 

s: 5x + l6y=56e 

t: 5x + 20y =m, 

o valor de m para que as três retas sejam 
concorrentes num mesmo ponto é 

A) 14. B) 28. C) 36. D) 48. E) 58. 


23) (FGV-2007) Seja PQRS um quadrado de 
diagonal PR, com Pe R sendo pontos pertencentes 
à reta de equação x— Y — 1=0. Se Q(4, 6), então à 
distância de S à origem (0. 0) do sistema 
cartesiano de coordenadas retangulares é 


A) 3S. D) 58. 
B) VI. E) 37. 
с) N6. 


24) (UECE-2010) As coc 

P(x,y), no referencial cartes: 
293 

Z+--1=0 € 


ordenadas do ponto 
ano usual, satisfazem 


122 
asm. e 
x y 


as equações = 
distância de P à reta x +у+1=0& 
а) 42 uc. b) 22 u. e. 
2 
c) 2 uc. 4) = u. c. 
a reta r passa pelos 
25) (UFPR-2008) Sabe-se m 8 3 


pontos A ^ (C20) eP = 


"M 


paralela ao eixo das ordenadas e passa pelo ponto 
О = (42). Se B é o ponto em que a reta s 
intercepta o eixo das abscissas e C é o ponto de 
intersegáo das retas r e s, entáo o perímetro do 
triángulo ABC é: 

a) 38+,5) b) 3(5+V3) 

c) 58-5) d) 333-3) 


e) 505+ 3) 


26) (UFPR-2011) Um balào de ar quente foi 
langado de uma rampa inclinada. Utilizando o 
plano cartesiano, a figura ao lado descreve a 
situacào de maneira simplificada. Ao ser langado, 
o balào esticou uma corda presa aos pontos P e Q, 
mantendo-se fixo no ar. As coordenadas do ponto 
P, indicado na figura, são, então: 


a) (21.7). b) (22.8). 
с) (24.12). d) (25,13). 
€) (26,15). 


27) (UFC-99) Seja r a reta que passa pelos pontos 
P(1.0) e Q(- 1. — 2). Então, o ponto simétrico de 
N(1. 2), com relação a reta r é 

a) (0. 0) b) (3. 0) c) (5/2, 1) 

d) (0.-1) e) (1, 1). 


28) (FE I- 2005) Num sistema cartesiano ortogonal 
(O, x, y), considere a reta que passa pelos pontos 
A = (2, 0) e В = (0, 3). A equacüo da reta 
perpendicular a reta determinada pelos pontos A e 
B, no ponto В é: 

(A)3x+2y-6=0 (B) 3x-2y-4=0 
(C)2x-3y * 9-0 (D)2x + 3y-9=0 


Na figura ao lado estão 
um sistema e 


unidades e a reta ı 
cada quadrado, Nes; 


Ue pussa 
sas d N 


a) x= 2y =-4 b) 4x-9y=0 
¢) a 535961 х+у= 
е)2х-у=3 Оза 


30) (UNB/PAS Subprograma-2007) 
у 


= (xq, 0) representam, 
hidrelétrica e um 


ma AS diagonais de um losango eio 
pin vpn уж Del 
00 М Jas nas rotas man Dx + (m i ( 
0 + 1\у + * 3 = 0. E correto afirmar que os 
xt(m 2 


Joss veis valores de m 
à) m soma iguala 2 
by têm produto iguala A ES 
¢) pertenecer do intervalo Je’, 3] 


d) tèm sinais opostos 


2009) Os pontos A (4,0), BE 2,3) e 


2) (Unicentro , 
pr Alis le um triângulo АВС. A 


CAL) são veltiees ¢ 


equação da reta mediatriz relativa ao lado BC é 


А) 4 = y- 690 Max - у= 10 = 0 
С) 4х ужб 0 р) 4х + 2у- 60 
Бу 4х ~ 2у+4= 0 


43) (ESPM-2007 A equação da reta г do plano 


cartesiano abaixo € 


Ac @ y Р, 


BiA 9) 


Idy + S260 
lay + 4820 
Sy +28=0 
lly + 3660 
24=0 


a) 13x 
b) 12% 
©) x 
d) 9x 
€) ÓX = 7y + 


44) (IBMEC-2003) Os pontos A, B, C e D do 
plano a seguir representam 4 cidades, 
y 


60 
50 


— ЖАГ 


тере 


i 
md eee: 


H 
1 
2 Re MD 


eene 
| 
| 


Uma emissora de telev, 
estação transmissora 
* a distância entre estação 

em A seja igual уча). 
cidade localizada em В, і 
* a distância entre a 
em C seja igual à dist 
cidade localizada em D. 
Considerando as coord 
localização da estação de 
a) (10: 10). d) (20; 20), 
b) (10: 20). e) (25: 25) | 
¢) (25: 10), 


48) (IBMEC-2006) Co 
cartesiano, os pontos O(0, 0) 
Sejam P о ponto médio do 
ponto médio do segmento O 
intersecção dos segmentos A 


igual à 
DEI b) 25/4 
d)25/2 e) 25 


48) (UFPI-2010) 
e t tais que: a 
perpendicular à ret 
duas últimas se i 


46) (IBMEC-2006) As 
cartesiano são perpendicul 
ponto — P(-1, 3), Se a reta 
abscissas no ponto Q(-7, | 
intercepta esse mesmo eixo 
a) (- 1/3, 0) b)(0,0) 

003.0 e) (1, 0) 


47) (Unicentro-2010) 8 
respectivamente, as retas de 
0 e y = ax + b, com a e b 
s são perpendiculares e que ii 
abscissas no mesmo ponto, en 
é 


(A) - 12, 
(0) - 6. 


(B)- 10. 
(E)-4. 


r 


Ih forma, pode-se afirmar que as equações das 
Dn russet são, respectivamente: 

a ӊ)х-2у”0 * 5/3x-11y+8=0 

B 97 0 e dr Ty =0 

M дх+2у=0 e 31 0 


-y-0e (8+543)x 1 ly =0 


4) 
ay =0 e (53x - =0 


ex 
Supondo-se que, em uma 
ca de Curitiba, a Rua 
desse ser identificada, no 
ta de equação 2x — y + 


49) (Unicentro-201 1) 
entação cartográfi 
Comendador Norberto pu 
plano cartesiano, por uma rel 
2 = 0 e que encontrasse à Rua Сарийо Rocha, 
perpendicular a ela, no ponto onde x = 1, é correto 
afirmar que é possivel representar a Rua Capitäo 
Rocha, no plano, por uma reta de equagäo 
A)ty+x-9=0 B)x-2y+9=0 
C)x+2y+9=0 D)4y-2x-9=0 
В)4х + 2у+0= 0 


ces do triángulo 


$0) (PUC/RJ-2010) Quais os vérti 
=хсу= 3! 


cujos lados são as retas x + y = 0, У 
022), (2-2) e (3.3) 
9.0.20 e (3,-3) 

33), (0,0) 2 (-3.3) 
903), (-1,-1) c (2,2) 

(00). (3,3) e (3,0) 


ea Dada a equação de reta ($): 2x 
0, а equação de reta ralela a s pelo 
a T) será: a р 

Eu b)2x+y +1 =0 


d)2x -y-1=0 


| 58) (IBMEC 


M ur s Dados os pontos A = (0, = A), B 
= (k, 1) e C (0, «1), sabend PE 
triángulo ABC é 10, então k ¿igual 4 N 
4) 3 2 b)$e-4 с)бе-1 E 

d)2e-5 е)4е2 


$3) (U.MACK-80) Os vértices de um triángulo 
são os pontos А = (1, k), В = (3,0) eC = (2, 1): М 
é o ponto médio de AB e N é o ponto médio de 
BC. Se a área do triángulo MCN é 0,20 então k 
pode ser! 


4)6/5 DJ 12/5 INS d)4 o5 

54) (FGV-2009) Uma reta vertical divide o 
triângulo de vértices (0,0), (1,1) e (9,1), definido 
no plano ortogonal (x, y), em duas regiões de 


mesma área. A equação dessa reta é 


A)x=5/2 =0, D)x-4=0, 
B)x-3 0. E)x + 5/27 0. 
C)x - 7/27 0, 


55) (FGV-2008) As interseeções de yx. ye 
y 6 são vértices de um triángulo de área 


A) 36. D) 22. 
в) 2442 . E) 12. 
C)24. 


56) (UEM-2009) Considere, em um sistema de 
coordenadas cartesianas ortogonais XOY ‚ 0% 
pontos A(O, 0), В(0, 5) c C(a, 2a), em que à >0,e 
assinale a(s) alternativa(s) correta(s). 

01) O triângulo ABC pode ser equilátero. 

02) A reta de equação y = — x2 + 20 é 
perpendicular à reta que contém os pontos Ae. 
04) Se a = 2, então O triângulo ABC é retângulo. 
08) Se a área do triângulo ABC mede 10 unidades 
de área, então C tem coordenadas (5,10). 

16) Se D é um ponto tal que ABCD seja um 
losango, então as coordenadas de D são (4, 3). 


57) (FEI-2008) Num sistema cartesiano ortogonal 
хОу а equação geral da reta t que passa pelo 
ponto de interseção das retas r: N +y=5=0085:— 
зх + 2y = 0 e que tem coeficiente angular igual a — 


1 é dada por: 
(A)x*y-570 (Bx-y*570 
(С)х-у+1=0 E 
@-х-у*+7”5 

2011) Considere a seguinte função: 


(2% 
tala 8e 25 * 410 
4х 36 ze 1041 412 


se 0<x<2 


Colocando-se num mesmo plano a reta de equação 
y = 0, бх + 1,4 c o gráfico de f(x), formam-se dois 
triángulos, A diferenga entre a área do maior 
triángulo e a área do menor triángulo é igual a 

a) 6 d)9 

b)7 e) 10. 

c)& 


59) (Unicentro-2008) Sabendo-se que os vértices 
de um triângulo são os pontos A(-1;-3), B(3;0), e 
C(1;1), pode-se afirmar que a medida, em u.a.. da 
área do triángulo ABC e a medida do 
comprimento, em u.c., da altura relativa ao lado 


64) (UEFS-2009) A å 
eixos Cartesianos coorden: 
equação 2y — x -2=0e 


AB, säo, respectivamente, А) 2,5 В) 3.4 
А) 5е2 D) 12,5е3 р) 5,8 Е) 7.0 
В) 25 e2 E)25e3 

C)2e 12,5 


65) (UEL-2009) Dois dos 
(2, - 3), С =(1, 4), D= (4. - 3), es 
bissetrizes das retas 3y-4x-4= 
= 0, Nessas condições, a equação: 
а)у+х-1=0 by N= 
с)у-х-1=0 — dx-2 
e)y+x-5=0 


60) (PUC/RJ-2009) Calcule a área do triángulo de 
vértices A = (1, 2). B=(2,4)eC=(4,1). 

a) 5/2 b)3 с) 7/2 

d)4 e) 9/2 


61) (Udesc-2011) A regiño sombreada na Figura 2 
tem como limitantes as retas y = 0, y = 2x, Ê E 
2,y=7ey=25-3x. 

y 


66) (UEM-2010) Considerando que 
de todas as retas do plano com e 
ax + by = с, em que a, becs 
distintos em progressão ge: 
assinale a(s) alternativa(s) co 
01) Duas retas distintas de S 
02) O conjunto S não contém 
04) O conjunto S näo contém 
08) A reta x — y = 0 não 
des. 

16) O conjunto S contém r 


entre si. 


Figura 2 
A área da região sombreada & 
a) 152/3 b) 319/6 с) 107/3 
d) 214/3 e) 86/3 


62) (UECE-2010) Para valores reais de 
equações (k — 4)x + 5; representam | 
plano cartesia a 


entre as antenas localizadas em B e 
indica onde foi realizada a ligação 
A B e С são vértices de um 


e 
a» indic as A, Be C são 

pe que indicam as antenas 
as? 

jineares- yada em C identificou a ligação 

antena localiza 
08) 4 distância de 7 km. TR 
o que indica onde foi realizada a ligação 
16) 0 vértices de um triángulo 
A e В são vértic ng 

os pontos 

retângulo. 


ЈЕМ5-2008) Considere os pontos А = (-2, 


B-(,2, C7 (4 9 .D = (0, a) e E = (b, 4) do 
2 cartesiano, com a > 2cb>4.Se o triángulo 
dre nos pontos A,B,D tem a mesma árca 
do paralelogramo com vértices nos pontos ABC, 
E endo- é igual a: 

25 4 c)3 
92 e) 1 


69) (UFAL-2008) Qual a equagáo da reta que é 
obtuso formado pelas retas 


bissetriz do ángulo 
com equações y = 3x/4 e y = 5x/12, esbogadas a 
segui? y = 3x4 


A)y=-7x/4 


A=y-5=0, rela BC: x + 7y- 770 
7 . А equação da bissctriz do 
40 3х 6 18 0 
с) 3x + 6y-20=0 


= (UFPE-2011) Seju (a, b) o ortocentr 
riängulo com vértices nos pontos po 
coordenadas (5, 1), (7, 2) e (1:3). Ast fnis ha 


2b. 


" 59 
ql (UFMG-2008) Seja ABC um triángulo cujos 
vértices, em coordenadas cartesianas, são A = a 
0), B = (3,0) e C = (2, 1) CALCULE a inclinação 
m da rela que passa pelo ponto (0, 0) e divide esse 
triángulo em duas regides de áreas iguais, 


73) (UFMS-2009) Um triángulo isósceles ABC, 
não eqüilátero, é tal que seus vértices são A=(1,1), 
В = (2,4) e C um ponto pertencente à reta de 
equação y = x — 2, Então assinale a(s) 
afirmação(ões) correta(s). 

(001) Existem 3 triângulos  isósccles, 
eqliiláteros, possíveis com áreas não nulas. 
(002) O valor da área do triângulo isósceles, não 
egüilätero, de maior ärca é igual a 5. 

(004) O vértice C, do triángulo isösceles, não 
edüilátero, de maior área é dado por C = (4, 2). 
(008) A equação da reta suporte do lado AB do 
triangulo &3x-y-2=0. 

(016) O valor do perímetro do triângulo isósceles, 
não eqúilátero, de menor perímetro, não nula, será 
obtido com vértice C = (3,1). 


não 


74) (UFMS-2008) Um triângulo ABC é tal que as 
coordenadas de dois de seus vértices são А = E 
10,2) e B = (64). Sabendo-se que o ponto Н 
(5,2) é a intersecção das alturas do triângulo ABC, 
sendo esse interno ао triângulo, assinale a(s) 
roposição(ões) correta(s): _ А 
1001) O outro vértice do triángulo é no ponto € 
(5-4). 
(002) A equação da rela sup 
triângulo é x — 6 = 0. x 
(004) A área do triângulo é 80. 
triángulo ABC é isosceles. 
m. racio da reta que contém o segmento 
dado pela altura do triángulo, relativa ao lado BC. 


éy-2=0. 


orte do lado BC do 


entado no plano carte 


abaixo pode ser repre { n 
em que os pontos A, B, C e D tero йв seguinte 
coordenadas: A(2, 2), BS 4), C(À 


Diário Popular 08/07/2005 
Com bi 


€ nos textos e em seus conhecimentos, é 
correto afirmar que o polígono formado pela unido 
dos pontos A, B, C e D um 

(a) quadrilätero de 3,5 unidades de área 

(b) triángulo de 3,5 unidade 
(c) quadrilátero de 7 unidades de área 
(d) triángulo de 7 unidades d 


к de área 


(e) quadrilátero de 2 unidades de área 


76) (U. MACK-74) As desigualdades y € 4, x < | 


e y + 2x 2 0 definem uma região de A 


a) indefinida by! c) c 


)13 


77) (CESCEM-74) As regiões do plano definida 


por 


0 
determinam um quadrilätero, no qual estä definida 


2. %2 


à função y = x, + хз. Sabendo-se que o máximo 
desta função está num dos vértices deste 
quadrilátero, o seu valor é 

а) 4/3 b)2/3 е) s )0 e)-1/3 


78) (UFPI-2009) Duas retas r e s do plano se 
interceptam no ponto (=I, 6) e formam, com o 
cixo das abscissas, ângulos agudos u е pr 
respectivamente. Se tg (a ) = 3 e tg (P)=2, uma 


Dr, 2 
RE ылы) | 


| a rala rg 
(2 " 
dete 
2. А ге 
у. А f 
C interes 
4, Os pontos 


satisfazem a 


4) Somente 


b) Somente as afirmativas | ¢ 
€) эотеме as afirmativas 2 


d) Somente 


afirmativas 
€) Somente 


80) (UFRN-2007) tj 


im 
vértices A (2.3 


J В = (5, 3) е C „ЖЕ 
equação da reta bissetriz do ângulo À é 

А) у= 3ҳ + | B) y * 2x 
C)y"x-3 +4 

BI) A 3-2011) do 


nung 
definir 


formali 


mático, pode-se 


como um objeto que apresenta ai 


sempre tem cópias aproximadas de si 


seu interior. Diz-se que os fractais têm | 
detalhes, são, geralmente, autossi 
independem de escala. Em muitos s 
fractal é gerado por um padrão repetido, s 
tipicamente, resultante de um processo rea 
ou iterativo, 


possibilidade para a medida da área do triângulo 
formado por r , s ¢ o cixo das abscissas é 

(A) 11 unidades de area, 

(В) 12 unidades de Area, 

(C) 13 unidades de área, 

(D) 14 unidades de Arca. 

(E) 15 unidades de атса, 


79) (UFPR-2007) No 
95 pontos A = (0, 1), B 
* definida pela equação 


plano cartesiano, considere 
= (2, 3) oC (3, 5) ca reta 
Эх + dy = 12, Sabendo que 


218 


uma samambaia 
computador. Para a 


A figura acima co 


і primeirament m feto fractal, No 
ee jenadas cartesianas xOy, um feto 
piano de ger gerado por meio de um sistema de 
gal мы, começando-se com um ponto na 
fos soe % 0. e determinando-se, 
— novos pontos a partir do resultado 
cação aleatória de sistemas de equações. 
epo зо serem desenhadas algumas folhas 
2 Wande. ser encontrados, 
ei de pontos Pa = (Xs; Ya), que 
— зо seguinte sistema de equações. 

f x, = 02%, 0.267 

be -023x, +0,22y, +16 

ете <www.insite.com.br> (com adaptagöes). 


Considere que, а partir do sistema de equações 

acima apresentado, para a construção de uma 

no plano cartesiano xOy, os pontos Pı 
= (0: 16), Ps = ( 0,416; 1,952) e Ps = (- 0,59072; 
193376) correspondam ás etapas de | a 3 do 

de geração de um feto fractal, iniciando- 

‚ com Pa = (Xo, yo) = (0, 0). A partir dessas 
informações. julgue os itens a seguir. 

{1} Ao se desenhar a samambaia, o segmento de 

таз que une P, a Pz é perpendicular ao segmento 

de reta que une P, a Ps. 

BY A reta mediatriz do segmento Р.Р passe pelo 

porto (- 0,208; 1,776). 

la possivel traçar uma circunferência que passe 

pontos Pl. P2 e Ps. 

comprimento do segmento PP, é maior que 


(Unifesp-2009) Num sistema - cartesiano 
são dados os pontos A(1, 1), B(5, 1), 
D(2, 3), vértices de um paralelogramo, e 

: т: 3% — Sy — 11 =0. A reta s, 
т, que divide o paralelogramo 


té 
122 ыз 04 05 DI 


83) (CESCEM-73) Dados 
5 05 5 
coordenadas cartesianas ortogonais 000 OF 80. 


2) e C(2, 1), o ángulo a entre emi-reta 
edle e as semi-retas OB e 


a) tg q/2 = 1/3 b) tg w2= 2/3 
c) œ = 30° d) a= 45° 
e) a = 60° 


84) (Unemat-2009) Um triángulo tem vértices A — 
(0, 3), B = (4, 0) e C = (x, 5) para algum x entre 0 
e 4. Se a área do triângulo é 8, então o valor de x 
e 

a) 8/3 
d) 8/5 


b) 1/2 
e) 3/5 


c) 5/8 


85) (PUC/MG-2010) A medida da área do 
triângulo limitado pelas retas 4x + Sy - 20 = 0, y= 
0ex=0, é: 
a) 4 b)5 o 10 d)l6 

86) (Unimontes-20 10) A área do pentägono cujos 
vértices são A(O. 0), B(3, 2). C(2, 3), D(1, 5) e 


ECA, é 
A)145. B) 10,8. 
9125 DJS. 


87) (Fuvest- 2002) Sejam A = (0.0). В = (8, 0) c C 
= (-1, 3) os vértices de um triângulo e D = (u, v) 
um ponto do segmento BC. Sejam E o ponto de 
intersecção de AB com a reta que passa por Deé 
paralela ao cixo dos y € F o ponto de intersecção 
de AC com a reta que passa por D e é paralela ao 
eixo dos x. 

a) Determine, em função de u, a área do 
quadrilátero AEDF. 

b) Determine o valor de u para o qual a área do 
quadrilátero AEDF é máxima. 


88) (Fuvest-2003) Duas retas s e t do plano 
cartesiano se interceptam no ponto (2, 2). O 

de seus coeficientes angulares é 1 e a reta 
Р ntercepta o eixo dos y no ponto (0, 3). A área do 
triângulo delimitado pelo eixo dos x € pelas retas 5 


triángulo OBC for o triplo da área do triángulo 
OAB. 


90) (Unicamp-92) Calcule a e b positivos na 
equação da reta ax + by = 6 de тойо que passe 
pelo ponto (3. 1) e forme com os eixos 
coordenados um triângulo de área igual a 6, 


91) (Unicamp-2006) Sabe-se que a reta r(x) = mx 
+ 2 intercepta o gráfico da função y = |x| em dois 
pontos distintos, A e В. 

a) Determine os possíveis valores para m, 

b) Se O é a origem dos eixos cartesianos, encontre 
o valor de m que faz com que a área do triângulo 
OAB seja mínima, 


92) (Unicamp-2007) Seja dada a reta x — 3y+6= 
0 no plano xy. 

a) Se P é um ponto qualquer desse plano, quantas 
retas do plano passam por P e formam um ângulo 
de 45º com a reta dada acima? 

b) Para o ponto P com coordenadas (2, 5), 


determine as equações das retas mencionadas ni 
item (a). 


93) (Ciaba-95) A equação da bissetriz do ángulo 
formado pelas retas de equações 3x - 4y + 6 = 0 e 
4x-3y+3=0 é; 


a)x+y-3=0 b)7x-7y+9=0 
с)ух+у+9=0 d)7x+7y-9=0 
e)x+y=0 


94) (AFA-2004) Na figura abaixo tem-se a 


representação gráfica da função real f(x) = 2sen X 
2 


para x e[a, п], 


É correto 


DEF ge afirmar que o bi 


AN 


Ley 


| eixos coordenados nos pontos: 


aricentro do triángulo. | ©) (0, 4p) 


95) (Escola Naval-88) о Cantu, 
de vértice A(2, 6), Bi 
a) (15, 25) 
d) (-10, 20) 2 


96) (Escola Naval-9] 


a A 

ângulo agudo formado Mon Ча bissoy 
e5x-12y 53-506 B as 3 4 
a)2x-2y+1=0 b) x 
л, ) By * a9 


d) 7, 0 
e) 16x—2y+7=9 08% 


bi: 
97) (Escola Naval-92) 
triängulo de vertices P 
a) -7/25 
d) 3/25 


O cosseno do ángulo p 


(1,2), 
®-325 Ra 
e) 7/25 


98) (Escola Naval-92 


pelos pontos Р(х,у) ta 
6 vale: 


а) 1,5 b)1,8 0)2 


) A área da regido for ma 
IS que x y» 0 e 2x4 


d) 2,5 e)3 


99) (Escola Naval 
N? são os vértice: 


100) (Escola Naval-2003) De um ponto p di 
Joáo observa um baréo AB ancorado. 

sistema de cixos ortogonais os pontos A c 
coordenadas respectivamente iguais a (0 
40), enquanto P encontra-se no semi- 
das abscissas. Se o ángulo AP B de 
máximo, então a abscissa de P é igual. 


3)2042. b)2043 920 DIS 


101) (ITA-82) Considere o 
plano cartesiano, onde A = (p, 
= (3p, 2q), sendo p e q 
interseção de suas mediana 
passa por M e é paralela á ret 


а) (0, p) e (4p, 0) 
b) (0, 4q) e (4p, 0) 


3 


: (г) passando por A e B. e nda 
jam eire ا‎ ni. E E 
trapézio (T) delimitado pelos eixos 

A área os e els reas (9) e (в) vale 

cw b) 3274 с) 3а 12 

xr 00 34 4% 4 

103) (ITA-86) Num sistema de coordenadas 
ianas ortogonais considere o triángulo ABC, 
о qual sabemos que: 

o lado AC está sobre a reta y=x. 
értice А tem coordenadas (1, 1) e o ángulo A 


108) (IME-70) Estabele 
que distam 10 unidades 


ça as equações das retas 
da origem e que contém o 


2)3x-2y=20 e y=-6 
b)3x+4y=60 e x+2=0 
c)x-y=2 e y=10 
d)4x+3y=50 e y=10 

€) 4х + 2у= 50 e x+2y=10 


109) (ITA-90) Considere а reta (т) mediatriz do 


bo 

mede 60º. y segmento cujos extremos sã 

c. o vértice B está no eixo das ordenadas. reta 2x - Зу + 7 = po ринин гены 
. „d'o ado BC é paralelo ao eixo das abscissas. ? : s 

A área deste triángulo vale: coordenados. Entáo a distáncia do ponto ( Tp? 


reta (r) é: 


39 69% 35 с) 43/2 


89245452 e) 24 543 5/3 Я 
ij b) 5 3413 
104) (ITA-88) Sejam a, b, c e d números reais E 13 
positivos tais que A: (9a, 35), B: (=e, d), C: (с, -4) | gy 25 od 
são os vértices de um triángulo equilätero. Então a 7 45 


equação da reta r, que € paralela ao lado BC c 
passa pelo incentro do triángulo ABC é dada por: 
a) 3x + by = d d) 2dx + 3ay = 4hc 
b)dk*cy-3ad* hc е) dx cy 79a * 3h 
cax + by = 2c 3d 


110) (ITA-92) Dados os pontos A: (0, 8), B: (- 4. 
0) e C: (4, 0), sejam r e s as retas tais que A, B e r. 
B, C e S. Considere P. e Pz os pés das retas 
perpendiculares traçadas de P: (5, 3) às retas гез, 
respectivamente, Então a equação da reta que 
passa por P, e P: é: 

a)y+x=5 b)y+2x=5 с)3у-х=5 
dy+x=2 e)n.da. 


105) (ITA-89) Determine a equação da reta 
suporte de um segmento que tem seu centro do 
ponto (5, 0) e extremidade em cada uma das retas 
X-2y-3=0 ¢ x+y+1=0. Dé a resposta na 
forma Ax + By + C =0, 


111) (ITA-93) Dadas as retas (п): x + 2y-5=0, 
(rz: x-y-2=0€ (13): 2 — 1 = 0, podemos 
afirmar que: 

a) sáo 2 a 2 paralelas 

b) (rı) e (rs) são paralelas 

с)(г)ё perpendicular a (rs) 

d) (r2) é perpendicular a (rs) 

c) as três são concorrentes 


106) (IME-78) Sejam R e S duas retas quaisquer. 
Sejam p> = (xz, уз); pa = (ха, Ya); pe (Хз, Уз); Ps = 
„ Ys) três pontos distintos sobre S. o segmento 
não é paralelo ao segmento pips ; о segmento 
não é paralelo ao segmento pps е o segmento 

o paralelo ao segmento pps. Sejam: А, a 
dos segmentos pps e pips : B. 


a reta dada pela 


ção de рур, com e C. interseção de psp« | 11 TA-93) Sendo (r) um в 
eis AB s C estão em 112) 5 então, a equação da rea 
i (s) simétrica a (т) em relação ao eixo das absci: 
AD 92 720 
с)2х+3у+1=0 d)x+2y 
e)x-2y-2-0 
o ABCD 


Чеге o paralelogram 


Circunferéncia 


(4 EQUAÇÃO E 
5 Sabe-se que circunf i 
erên 
pontos que estão a uma Rest tins 
pes distäncia é denominada de raio e o ponto fixo é o 
i circunferência. Assim, sendo P(x, y) um ponto qual n 
circunferência Г tem-se que d(P, C)=R: 8 


Esta última expressão é chamada d j 
А t ss le equi 
da circunferência, ini 


lugar geométrico dos 
cia de um ponto fixo. 


i RIA 2 3 1 

re ta uma circunferéncia com centro no ponto 

1,-3) eraio 7. inversamente, а т reduzida da circunferência com centro em (- 6, 2) e cujo raio é 
iguala 5 é dada por (x + 6) + (y - 2)" = 25 


62. EQUAÇÃO NORMAL 

Sabe-se que a equação reduzida de uma circunferência é da forma (x = xc + (y = yc. = R? 
Desenvolvendo os quadrados perfeitos tem-se que: 
Ea N xc N 29% NK =0 >| x? +y?—2x.x—2yeyt xe + yc R? =0] 


Esta expressão é denominada de equação normal da circunferência. 


Por exemplo, a equação normal de uma circunferência de centro em (~ 3, - 5) e raio 3 ё dada por; 
Rey -2(-3x-2(- 5y + C 3) + )- 5-3 =0 > xb y + 6x + 10y + 25 50 


62.1. Determinagäo de centro e raio 
Dada uma equagáo normal da forma * + y ax + by 
do centro e do raio é baseada comparando esta expressão com a equag 


0, a determinagäo das coordenadas 
do reduzida geral de uma 


circunferência: x? +y?—2xx—2ycy+Xe +ye -R° =0 
Das - > 
i)b==2yc = =) 
e- -R = [TIE 
I — Por exemplo dada a equação normal x? + y - 2x + 6y + 67 0, pode-se determinar centro e raio 


EX R= [ay + ay == =V4=2 


" i i al é 
do centro e raio de uma circunferência a partir da «йе ранам 
іпаг ação reduzida de uma circunferência a part bee 
A equa reduzida da circunferência cuja equa 


G-. 


TO que une os pontos de interseção da 
(UFC-2003) O sega = diâmetro de uma circunferência. A equ a 
P+(y-25=5 В) (x -M + (y-2) = 20 

E) (x + 1) + (у + 2) = 20 


A-1 3 
je +i +y =5 
Solução: E >a 
Fazendo y=0 > хл=2 > AR, 0 
Fazendox=0 > ув=4 > B(0.4) 
O centro da circunferência é o ponto médio de AB > 0(1,2 


AB XQ-0ys(0-4y A 
O raio da circunferência vale R == =! - ( с 9 5 


2 2 2 
Е 2 2 

Assim, a circunferência é dada por: (х ~ Xo) *(y- yo) = К = (x- Pay » , 
e - 

7) (Escola Naval-2012) Scjam ` 

i) r uma reta que passa pelo ponto P(Y3,-—1). 

ii) A e B respectivamente os pontos em que т corta os cixos x e y 

iit) C o ponto simétrico de B em relação a origem. 

Se o triângulo ABC é equilatero, a equação da circunferência de centro A e raio igual à di 

eCé: io 


a) (1-43) «y! 212 » (x-243y + y! =16 с) (ху «y! 16 
d)(x-2:43y «y =12 e) x-N3y «y! 212 D 


Solução: 
y^ 


Se AABC é cquilátero então ZABC = 60%, ou 


AB: у-ур = MN - Xp) => ЕТЕ] 


2 VBy+ 3 =x-V3 => x-v3y-2V3 =0 
ya=0 > хх=2/3 > A(2V3,0) 
Хв=0 > ув=-2 = B(0,-2) 
Como AABC é equilätero então: 


16+Y'+8y+16=16=0 = 
ABC é retângulo: s 


| 
| 
| 


6.5.1. Pontos de Intersegäo 


3 nire uma reta e uma circunferéncia é composta pelos 

ue eee a equação un bet circunferência; Assim, а шы à 

ris e uma circunferéncia pode T determinada 5 yap 

equações da reta e circunferéncia. Logo, se a reta é pira icone geral rax бу+ 

= IR) e a circunferência é dada pela equação Tax? + y + dx + ey * f7 0 (d, c, fe IR). 
ў ax+by+c=0 7 

entre re T é obtida resolvendo o seguinte sistema: E f. y REN 


Se este sistema náo apresentar solugáo real então a reta é externa à circunferência. 5 
apresentar apenas uma solução real tem-se que a reta é tangente à circunferência. Por outro 
sistema apresentar duas soluções, conclui-se que a reta é secante à circunferéncia, 

Por exemplo, para determinar a interseção entre a circunferência x^ + y -2x+2y-7 
x = 2y = 6 deve-se resolver o sistema: 
Кыл с Es — O b _ Qy*6- 1 «(ys lj -9 = 

x-2y=6 x=2y+6 
(2у SY (y+ 1 79 => 4y +20y+25+ y +2y+1=9 => Sy +2y+17=0 = 
(у + 0)(5у +17) =0 > y=-1 ou y7- 17/5 

i) se y =- | segue que x = 4; 
li) se y =— 17/5 tem-se que x = - 4/5 


Assim, a interseção entre a reta x — 2y = 6 e a circunferência x? + y -2x+ 2у-7 
pelos pontos (4, — 1) e ( 4/5, — 17/5). Como а interseção é formada por dois pontos, с 
reta x — 2y = 6 é secante à circunferência x’ + y! — 2x + 2y-7=0, 

Tome agora como exemplo a circunferência x? + y - 6x - 4y+1l=0ea 


OE В iiinn 
Determinando a interseção: e => (= «о-и 
x-y+3=0 у=х+3 » 
CCC 
2xl-4x 48-0 > * 2X +4 =0 
O disctiminante desta equação é dada por A = b? — 4ас = (- 2) — 4(1)(4) = => 


^ < 0 então esta equação não possui raizes reais e assim conclui-se 
circunferência х? + y — 6x — dy + 1 =0. - + 7 * 


Finalmente, de modo a determinar a interseção entre circunfe 
reta x— y + | = 0 deve-se resolver O sistema: 


(Eu a x € 


x-y+1=0 
«3 1 


=2 2 3) 
WE © > Х-6х+9+у 


x=2 5 y=3 


4) (UFPE-2007) Uma cireunferéneia de raio 10 é tangente uo eixo das ab 4 l 
= x. Se a circunferência tem centro no ponto (a, b), situado no Primal CÎNAN 1 
mais próximo de a. ro quadrante, 4 


x 
Solugäo: 

Como a circunferência é tangente ao eixo das abscissas conclui-se que b = R = 10. 

Se a circunferência é tangente à reta y = x então a distância do centro (a, 10) da offs п 


а=10 4 
m = d-10-10/2 > ang 


y =0 é igual ao raio da circunferência; 10 = 


Como a > 0 então tem-se que a =10+ 102 
Como 42 21,4142 então a= 24,142 => o inteiro mais próximo é 24 


5) (UEL-2004) Seja a circ cia de equação, x? + y? = 20. A distância do | 
retas tangentes a esta circunferência nos pontos de abscissa x = = 2, ao centro d 
а)5 b6 c)8 d)l0 e 12 
Solução: 


Como o ponto A pertence à cireun 
x ＋ -20 => (2) +y, 
ул=®4 => уд=4 е you 


Reta ОА: у-у, = mp (=X) 


2y-8=x+2 => x-2y+10=0 


O ponto P é a interseção da reta PA com o eixo x: xp = 2.0 + 10=0 > E 
Assim, a distância de P até o ponto O vale: d = хь = xo| = | - 10 = 0| = 10 


6) (AFA-2001) A circunferência x^ + y? = 5 possui duas retas tangentes 
ri у 7 2x + 3. As equações gerais das retas tı e ta, respectivamente, são 
ау2х+у-5=0 e 2х+у®5=0 — ax ty> 


©)2х+у- 8% 0 e 2х+у+ 5/5 


b) O raio da circunferéncia é igual á distáncia entre u rela e centro da gy 
14(05)-30)-2| 1-25]. ß ; 
R- 5 
5 


Assim, a equagao da circunferéncia é dada por (x + sy 
с) A rela 4x — 3y – 2 = 0 corta o eixo Ox quando y=0: 


4x-3y-2-0 > 4x9-3.0-2=0 => 10 87 > (5.0) 


*(y-IP=as 


2 


— 1 2 
A distância PQ vale: PQ = o =xp) 00 уь)? = (14) +(0+2) = 
5 
Como o triángulo APQ é retângulo em P: Sapp = am -2- 2 


9) (ITA-87) Uma circunferéncia, tan 

seu centro sobre a reta x + 2y — 

Solucáo: 

Se o centro O da circunferéncia é um 

dada por (10 — 2yo, yo). 

Como esta circunferência é tangente às retas 2x - 3y + 9=0c3x— 2y+1=0 

retas ao centro da circunferência são iguais: 

1200-2y4) -3y, +9] = | 3(0—-2y,)-2y, «1| > |20 4yo — 3yo +9) = [30 
=з) =2у° 

[29 — 70 = [31 = Byo) 

)29-7y0=3l-8y > Yo=2 > x0=6 > 0(6,2) 

ii) 29 - 79 2-31 + 8yo => 15y0=60 > yo=4 > x=2 > OQ, 4) 

Para determinar o valor do raio para cuda centro basta calcular a distáncia de 

tangentes: 

i) 06,2): R= |2xo -3Y0 +9] [26-3249]. 15 

423 c3)? Уз Мз 


Assim, рага O(6, 2) tem-se que a circunferência é dada por (x— 6(7 «(y-2y 
e 


E „ д 1250-3уо +9] 122-3449] 1 
ii) OQ, 4): а: == 
2? + (3) VB v13 


Assim, para O(2, 4) tem. 


gente às retas de equações 2x — 3y+9=0 
10 = 0. Encontre a equagäo dessa circunferéncia, 


ponto pertencente à reta x + 2y — 10 = Û en 


"n 


e que a circunferência é dada ) 


10) (ITA-2004) Sejam os pontos A 


etermine a equação da eircunfe: 
A c B c é tan 


ade wr erorita ou 2x + y + R= OOUR = 2y + 
y +k = 


Ni 


— 
Anni, 


uma equação de € pe 
ws M 
a origem A reta t deve ser . impõe-se que: 


havera 4 possibilidades риги t 
15004023 * y 3*5 00UX 2y*3*00u x-2y-3=0 
ambém deve tangenciar C, a distância de t ao centro (3, 1) de e 


ver que a distância d 


Dono mundo 
Qu 2л ty 


Como tU 
«e que a Única situação cony veniente é aquela en que: t PT 


420 = 25 Conclui 


13) (ITA»2010) Determine uma equação da cire unteréncia inserita no triángulo 
(1.10.8 = (1, Hel (5, 4) no plano хОу 


Solução: 
Sejam ABC o triángulo de vértices A (1,1), B (1,7) € € (5,4) com AB = 6, BC = 
é isòsceles de base AB, Logo, o ponto Mil, 4), ponto médio de AB, pertence À el 
ao triângulo ABC e a mediatriz m: y = 4 ao segmento AB contém o centro de À, o 


a reta suporte a AC e s suporte a AB, temos 


4 
яая 5 > dy=3x=1=0 
y. У-У, yel yet 

&x-1-70 


Para O(xo,A), centro de A, temos 
[44 - 3x, 1] [xo =] 
y4’ + y 1? 
хо= 2,5 оп Xo 5 (não convém) 
Assim, sendo xo = 2,5 tem-se r L5. Logo: AL (x = 2,8)" *(y- 47 LS 
A 


de- de €? > l6-3xo- | mt (5x0=5) => 


14) (IME-2008) Considere todos os pontos de coordenadas (x, y) que 


equação x! + y! - бх = бу | 14= 0, Determine o maior valor possivel d 


Solução: 


Chamando 2 = k, temos então o seguinte sistema de 2 equações: 


x 
J y” kx 
[x ey! 6x -6y +14 =0 
máximo ou minimo (situação em que a reta é tangente a circunfer 
Para o sistema possuir solução única, temos que: y * kx => 
X К) 64 6k)x 14 0, equação do 2" grau com soluçã 
A*0 = 30+ 72k g -4(14+k%),14=0 => 26+ D 


= 20k +7 


‚ que possui solução única quando k ( 


Exemplos: 


1) (AFA-2005) Dados 08 conjuntos A c B. tais que A = f(x, y) € IR?/ 
x-ysm,me IR}. E correto afırmar que 


A b AHD se m2 Wa 


a) A c B são disjuntos se e 
c) A é subconjunto de B se |m| «3 42 d) A e B nunca terão aper 
Solução: ў 

A inequação x’ + y 596 


pontos interiores à circunferência x^ 
da própria circunferência. As retas 


y e ysx-32.0 conjui 
pontos que satisfazem y 2 X = m, 00 
plano cartesiano, acima da reta y 
cada alternativa: 

a) se m= -3V2 tem-se que AMB é un 
b) se m > 342 o conjunto В, form; 
implicando que AnB= 
ima da reta у = X, que © 


ontos do conjunto A, 


— m, inclui todos os pi 
= 0 o conjunto B € formado pelos pontos ac 


< 9. FALSA. 
d)se m= * tem-se que 


N 
c) se m 


AMB é um conjunto unitário. FALSA. 


reunferéncia inscrita 


2) (AFA-2007) Seja A uma ci 
dem 3 em e 4 cm, conform 


sobre os eixos cartesianos e mei 


É INCORRETO afirmar que 
a) o ponto de À mais próximo da origem tem a soma 


coordenadas igual a 2-42. 
b) a área da região sombreada é menor que 3 cm. 


y20 
c) a região sombreada é definida por see 

a 3x e4y $1 і 
(DPD 


o conjunto de pontos do plano cartesiano equi 


ABC é retângulo: гм (а + b - e)2 = (4 + 35. / 
de A mais próximo da origem é um dos | t 
pto xl > х- 

de J. mais próximo de O é ( 


AD 


nições: = 
671) рей rcunferência é interna a outra se todos os seus pontos são pontos internos da outra 
circunferências são ditas externas se os pontos de uma delas são externos à outra, 


reunferências são, tangentes intemamonte. (ou tangentes internas) se uma delas ¢ interna à 


. . 
Du N 
yi E» um único ponto comum. 


circunferências são tangentes externamente (ou tangentes externas) se são externas e têm um 
nico ponto comum. 5м | 
E olrcunterincias são secantes sq têm em comum somente dois pontos distintos. 

. 

6.7.2) Posições Relativas — | 

ws circunferências Tı, de centro Oy e raio ri, e Гу, de centro О; e raio г. Seja d a distância 
Considere duas 
entre seus centros © suponha que rı > r2. 


Serié dada por (x =x) (у-у) = rı еГ ё dada por 
(х= x2)" (у = уг) = r? então I é interior a Г, se e 


somente se: 
(x, -х;)* + (yı -Yi «1-5 


Circunferência Г; é interna a Гу 
d<n-t 


Ti Se Гу é dada por (x = х1) + (y — yy-ne Té dada por 
E (x N + (y – уз)? = 12º então Г» é tangente interna a Г, 


se e somente se: 


V(x =x) +i -y == 


а Г; é tangente interna а 


LI É 


Ti 


=r? é dada por 

E an ele 

: d a oe ape ej n então T, e Fi 520 secantes se € 
X — X2, 

somente se: 


Se IIe dada por (x — 


(х= x) ۴ ya? = 
externas se e somente se: 


As circunferências Ty e Pa 
são tangentes externas 
а= +1 


Ser, é dada por Gi x) + (у-у) = 
(X = x2) + (y yo)? = 12 entdo Гуе Г, $ 


somente se! 
( = + (y; yy 
pe 


As circunferências Г, e Г» são externas 
d>n+n 


Exemplos: 


1) (UEFS-2010) Considerando-se as curvas Сү: x 2 +у = 16e Cı: 2 + y! 64 em um 
coordenadas cartesianas, é correto afirmar que uma circunferéncia tangente comum 
ter raio r e centro C tais que 
Alre{2,6)eCe{iw,y)/x+y=4} 
B)re(2,6)cC € { (x, ix +y = 36} = 
Crea S у А) 3H 
D)r-2eC e ( (x, y)/ xt *y 36! our=6eC € { (x, yx ge 
E)r=2eCe { (х, yy/xery=4} our=6eC e { (x, y)/x ty = 36 " 
Solução: 


Observe que as circunferências Cı € | 
origem e raios respectivamente iguais 
figura abaixo. Assim, existem 
circunferência ser tangente comum à 
interna a C» (por we Сз) ou 


Solugäo: 


OP = JS +4? <5 


APOR ~ AQO'T: X*r 5 
г 34 


APOR ~ APOT: X*2r«5 _ 
5 


De (De (Пу: r=, 
4 


Logo: С”; DE | 


5) (ITA-2007) Considere, no plano cartesiano Xy, duas circunfe 
exteriormente em P: (5, 10). O ponto О: (10, 12) ё o centro de Cı. 
sabendo que ela tangencia a reta definida pela equagäo x = y. 
Solução: 


Como as circunferências são tangentes exteriormente, seus centros estão 
tangência e a distância entre eles é a soma dos raios, 


O raio de C, ERı= 29, A reta OP é descrita pela equação 2x — Sy + 40 = 0. $ 
de С; e К o seu raio, tem-se que: 
2a- 5b + 40 =0 (1) 


(a-10) +(b-12) =R, + 29 (2) 


a-b| 
Além disso, C» tangencia a reta x — y = 0. Logo: — =R, 


Way Substituindo (4) em (3): R, aen Como é 


(5). Assim, da introdução de (4) e (5) em (2), obtém-se que: 


rências C, eg 
Determine o 


De (1) chega-se a b = 


ый 3a 
542 
(a-10) + E ets Ee o [aio + (0-10) -5 


ui 55.40-38 9 (10- =) j5- Js = 403 
ЕЛДЕ 52 


= ER > 
( " da „ Q 5458-40 


5 542 28230 
Enfim, utilizando (5): 


Capítulo 6. SIFCUNTETENG 
Exercícios (€) 8-2) (D)(4- Ex 
(E) (1644) das 


o à Revista VEJA de i \ 
undo dá sinais de que a paciéncia ) (U. MACK-75) São dadas a reta г de equação 
6 400, » che go fim. Rudolph Giuliani, eS 2y = 1= 0 e a circunferência de equação 2x* + 
tne "Pcia dos EUA, defende um 23 { y 4x + 3/2 = 0. A reta s passa pelo centro da 
p E] a evitar que o país se tome circunferência e é perpendicular à reta г. A área do 
rmm , pois O presidente do Irä triángulo formado pelas retas r, s e o eixo OX é 
peg projeto riscar Israel do mapa. O igual a: 
edron © do и é uma vr p a)3/4 6)4/5 c)| 44/3 e 
s f um alcance considerável ¢ um E pro 
. destruigäo. Um missil foi 05) (Unicentro-2010) A equação x^ + у — 10x + 
pio de pre uma região c devastou uma área de | Y + 30 = 0 representa uma circunferência de 
E circular. O raio de ação desse missil foi 5 e raio r. Nessas condigöcs, o valor de 


jo da equação x! + y! - 2x - 4y - 
=0 — * (A)-4. (B)-2. (C) 0. 
Aw 94 95 95 (D)2. (E)4 
06) (Ciaba-2010) Dada a equação + y OR 


11) A linha de rodugao 2 
12 E terion fábrica de bicicletas na | 10y + 25 = 0, assinale a opgäo que apresenta a 
Ша utiliza em suas pesquisas modelos distáncia do centro da curva á origem do sistema 
IE шотшо que visam ao aprimoramento do de coordenadas 
Е desempeno de seus produtos. A figura abaixo | 95 b)6 98 
| Bosra uma dessas pesquisas que busca aperfeigoar | d) N24 e) V 
Ds relações entre as duas engrenagens utilizadas 
¡E qua movimentar uma bicicleta. A engrenagem Ei, 07) (UEL-2010) Considere as retas r : x + 2y — 4= 
representada pela circunferência menor, está | 0,5: 2х +y-5=0co circulo x + 2x +y-4y= 
i i 0. A reta que passa pelo centro do círculo e pela 
intersegdo das retas re s é 
circunferência maior, está deslocada à direita e | 2)x -3y-2=0 b)x-y-1=0 
tem raio “R”, Sabendo que a medida do segmento с)2х-у-3=0 d)x+3y-7=0 
AB vale "d" e que o diámetro de E; é d + r, a e) x *3y- 570 
pario da circunferência que representa Ez é: 
08) (UECE-2009) Os pontos P = (p. 0) e Q = (0, 
q), com 0 < q < p. são as extremidades de um 
diâmetro da circunferência × + у*- 8х-бу=0.А 
equação da mediatriz do segmento PQé 
A) 3y + 4x + 25 = 0. В) Зу +4x-25=0. 
С) 3у-4х+7= 0. D)3y+4x+7=0. 


09) (UECE-2009) O centro da circunferência x’ + 
y = | pertence à reta ге esta reta é 


d) -9/5 


c) 9/5 


17) (Fuvest-98) Um qu 


1) (EAESP-GFV-79) A equação йа , s - 
circunferência que passa pelos pontos (3, 3) е(-1, circunferéncia de centro (1, 2 
3), e cujo centro está no eixo das abscissas é: quadrado é o ponto (3, 19,1 


três vértices do quadrado, 


ax+y-2x=12 d) x! +y? 4x = 46 
px-4y-2y210 ex ЖУ = 
d- + =25 


12) (FGV-2008) Dada a equação x^ + y = 14x + 
бу + 6, se p é o maior valor possível de x, e q é o 
maior valor possivel de y, entäo, 3p + 4q é igual a 
A) 73. B) 76. C) 85. 

D) 89. E) 92. 


18) (Fuvest-2002) Os 

0) säo vertices niue. 
ABCD situado no primeiro q 
€ perpendicular à reta y = 
pertence à circunferéncia de 
raio 5, Então, as coordenadas de Cy 
a) (6, 2) b) (6, 1) 5,3 
d) (5, 2) e) (5, 1) 


19) (UEM-2010) Considerando, ¢ 
ortogonal de coordenadas cartesi 
circunferência C de equação x + y^: 
= 0 , o quadrado Q de lados parale 
coordenados, inscrito na cite 


13) (UECE-2007) O ponto P, que é o centro da 
circunferência x? + y” — 6x — 8y = 0, pertence à 
reta cuja equação é x — 2y + с = 0, O valor dec é 
A)3. В)5 O7, BS 


14) (UFLA-2003) Considere uma circunferéncia 
que é expressa pela equação 

(х+5)° + (у-3)° = | 
O ponto dessa circunferéncia que possui ordenada 
máxima apresenta os seguintes valores de 
coordenadas: 


sendo o centímetro (cm). 
correto. 
01) A circunferência С é cei 


(-1,1) e possui diâmetro 


a) (-5, 5) b) (5, -5) 02) O quadrado Q tem lados me 
с) (4, 5) d) (-5. 4) 04) As retas que contém 
€) (4. -4) Q têm equações y = -X € 


08) A reta r de equação y= 5X— 
da circunferéncia C. e. 
16) O triángulo de vi > 


15) (Unicentro-2010) A reta s intercepta о eixo 
das ordenadas no ponto (0, 4) e é paralela á reta r 
de equação 3y — 2x + 5 = 0. Os pontos onde a reta 
s intercepta os eixos coordenados sáo os extremos 
de um dos diámetros de uma circunferéncia cuja 
equagäo é dada por : 

ax +y-4x+6y=0. 

Ы)х2+у+4х-бу=0. 

x+y + 6x-4y=0. 
gety 


ande e 
p Aw eee C, ¢ C, 
in ilie pone, ende un delon de 
J 0) , Cum relação mn wg, 
1 vile) OTA) 
T refinada de eee Cy d (x 


dy (dy vi 
‘er TOL 


ша. 
4 н coordenado de um des ponios de 
do di кнши Cy e Ca é (0 


mh 
gm 


КТЩ] 32 em do eku 


m 
до de coordenadas (7 10, VÄ j ремени и 
girounfordrivine do simbola olimpico 
КООШ] Cy pode aer deserta. pela 
LED TAET 


m (011-2009) Qual а malor distância entre um 
КОШ ШАШ ШЫ 2) + (y 
= | o a origem do sistema de coordenadas? 


POE by Vnd 


oa d ут | 


9215. 


КИШ ИНИ olrounfordnoln está 
"oirünserita ao triângulo com lados sobre na rotna 
com equações N = 0, y "0 ¢ An + M = 24, 
conforme a Hustragdo abaixo, Encontre à equação 
qa eiteunfordneln o indique a soma das 
coordenadas de sen centro e de sew nio, 

۷ 


EN 


14) GRMEC 
ia eyed геч 
E Una viitura 
үн) û ponto (2, 3), 

nic 2 yr ауд 

* (у 3) mA 

(и = 2 (ys луд 

d C2) 6 (y j ед 

8) C 2) yr dye 1, 


i (numérica) entro “ 


18) (UF Mea і 
poy ia кыш Qual das seguintes retas passa 
vireunferbnela x + y + 4y = 3 = 07 


ит dyed 6901 54 
aty dx Sy e -2 
0) 2и +у#7 A 


10) (EAESP-GEV-79) Dada а circunferência x? + 
Y = 4% = ûy + 0н O o n rela y = mx, assinale a 
expresaño verdadeira 

i) Pam m > 5/12 a reta não cortará a 
ШШШ 

b) Fur m = 5/12 n геш corta а circunferência em 
dois pontos distintos 

0) A rota x = 0 não tem ponto em comum com a 
circunferência 

d) A reta y = 9 é tangente à circunferência . 

в) A reta 12y = 5x = 0 é tangente à circunferência. 


27) (UFPD»96) A reta 3% + dy + 11 = 0 é tangente 
à cireunferéneia que tem centro no ponto (1, =1). 
Determine a equagdo dessa circunferência. 


28) (UIPPA-OR) Encreva а equação da reta tangente 
à olrcunforência nº + y? = 4х + By + 15=0, no 
ponto (4, = 2). 

x*2eyt*-x*6 
feréncia cujo centro 
inc a equação da 


29) (UFRJ«02) As retas y = 
alo tangentes a uma circun 
está sobre a reta y = № Determ 
circunferência. 


onstre que os pontos médios dè 
* 
ps sobre 


32) (FGV-2009) Uma circunferéncia de raio 3, 
Situada no 1% quadrante do plano cartestano, € 
tangente ao eixo y e à reta de equação چ‎ x 
Entáo, a ordenada do centro dessa circunferéncia 
vale: 
= 

A) 32-1 

B) 243 +1 

0 32+2 


33) (FEI-2008) Num sistema cartesiano ortogonal 
Oxy, considere a circunferéncia de centro C=(1,2) 
e raio r-3m. Pelo ponto A=(4,6) traçam-se duas 
retas tangentes à circunferência dada, as quais 
tangenciam a mesma nos pontos P e Q. Assim, à 
área do quadrilátero APCQ é, em m’: 

(A) бл (B) 6 (C) 127 

(D) 12 (E) 9 


34) (IBMEC-2006) Na figura, a reta r é tangente 
ás duas eircunferencias, de equações x + y = 16 e 
(x-17)+y = 16. 


nu 


Então, o coeficiente angular da reta r é igual a: 
а) 34 b) 7/10 с) 5/13 
d) 8/15e) 7/25 


35) (IBMEC-2007) Considere a circunferéncia de 
equação х? + y! = |, Sejam P o ponto de 
coordenadas (1; 0) e Q o ponto do primeiro 
quadrante dado pela intersecgáo da reta yx 
com esta circunferéncia, no plano cartesiano, A 


equação de uma reta paralela ao segme: 
nto Pi 
é tangente à circunferência é P 


а) NX N 


b) I" 


9 ye. 


d) у=—/3х+2 


y=V3x+2 


36) (IBMEC-2008) 
considere a reta e a сй 
cartestano dadas pelas eq 
[x> «y! -4x—dy+4=0 
4 

\ax-y=0 

a) Determine o intervalo: 
quais a reta e а circu 
distintos em comum, 

b) Determine o valor de a 


entre os dois pontos с 
circunferência é a maior po 


37) (IBMEC-2011) Num sho 
gelo, o casal que se ap 


у Nu figura abaixo, temsse: uma 
centro C, о ponto P, o ponto De 
ale 30". Então a equação da 


Ax-3y- 250,6 + De que é tangente à reta 


44) (UEFS-2010) Os pontos A = (= 4, 0), В = (0, 
2)еС são vértices de um triângulo. A bros 8 
maior triángulo que se pode obter, considerando C 
um ponto da circunferéncia de centro na origem e 
raior= V uc, é igual, em u.a., a 

A)9 С) 15 В) 21 

В) 12 D) 18 


1277 (у= 2 36 
0672 6 230 
616 
(0) (+2), * (y + 2, =16 45) (UEPB-2009) Os valores de k para os quais o 
(8х + 20+ (y - 2) = 25 ponto (К, =2) seja exterior à circunferência x’ + y? 

~4x + 6y + 8 = 0, são: 
39 (UECE-2010) No sistema usual de [ а) K <Oouk >4 d)k>3 
coordenadas cartesianas, û equação da | b)O<k<4 ekzl 
circunferência inscrita no quadrado representado | c) 0 s k 5 3 


pela equação | x |*yI7 lé 
M + 2y + 17 0. 46) (UERN-2010) O menor valor da constante k, 


D y- I7 0.- para que a reta de equação 2x = y +k = 0 seja 
Qa «ay - I= 0. tangente à circunferência de equação x^ + у + 2x 
D) «y -2-0. = dy = 0, pertence uo conjunto 

on [1.9 02) ]1. 9] 
40) (UFRR-2004) As retas гу e г; tangenciam a 03) J-«, -1[ 04) Jose, -1] 
circunferência com centro na origem e raio 5 nos 


47) (UESC-2010) O triângulo retângulo ABC, 


os Pj = (+4, 3) e Pa = (-4, -3), respectivamente. “retângulo 
= (a,b) é o ponto de interseção das retas г ¢ | cuja hipotenusa é AC, está BE m 
ese afirmar que a soma a + b é igual a: circunferéncia de equação x + y" = 8x = by 15 
b) -25/2; €) -25/4; 0, Sabendo-se que, o vértice A tem coordenadas 
е) 250. р (1, 5), pode-se afirmar que as coordenadas do 
a ’ vértice C são РРА 
ECE-2008) A soma das coordenadas do | 01) 02, 1) 02) А 2 JO, 
circunferência que tem raio medindo 1 | 04) (6, 6) 05) (7, 
que une os pontos de 


o primeiro quadrante e que tangencia | 48) (UFC-2003) O segm 2 4 = 0 com os eixos 

tela 4x = 3y = 0, é interseção da reta 2x + Y тето de uma 
Lj coordenados determina um diámetro. E 

uc. 5 A uação dessa circunferênci 5 


D) бие, reach m (у-21”5 


70285 
re: n 


2010) Considere a reta г determinada 
" c a circunferência A, de centro 
pelo ponto A, conforme 
lano cartesiano abaixo. 


49) (UFJF- 

pelos pontos P c Q 

C, quc passa 

representados nop 
; 


г 


Determine а equagáo da reta з, perpendicular a 
reta r, tangente a circunferéncia A e que contem 
pontos do 2° quadrante. 


50) (UFJF-2009) Uma haste está sendo sustentada 
por um fio de 5,93 cm de comprimento. Esse fio 
encontra-se tensionado e apoiado em uma roldana 
em forma de circunferência cuja equação é x^ + y! 
-10x — бу + 33 = 0 . As partes do fio que nào se 
encontram em contato com a roldana säo paralelas 
ao eixo y. A ordenada da extremidade B da haste é 
2.14 em. Veja a ilustragäo abaixo. 


v 
| 


| 


d) 10 


52) (UFRGS-2013) U 
como na figura abaix 


y! 


™ circul 
0. ota 


O centro do círculo é o ponto (7, 2) 
definida pela equação 3x - 4y + 12= 
do círculo é 

a) (x - 7) + (y-2) = 25 
b) (x + 7) + (у + 2) = 25 
с) x- Y + (y+ 2) 236 
d) (x - 7) + (y-2 =36 
с) x - 7 + )y- 2 «36 


53) (UFPB-2011) O Governo pret 
armazéns com o intuito de est 
produgäo da safra de gräos, de mod 
desperdícios por situações adv 
transversal da cobertura de um 
tem a forma de um arco de circun 
em colunas de sustentação que 
viga. O comprimento dessa 
comprimento da maior coluna 


7 
a) Determine as coord 
roldana. 

b) A extremidade A d 
eixo x. Encontre a abs 
(Use a aproximação 3 


om Consideran: 

А un pelos pontos 
S4éi 

a ux aka 


enadas do centro e o raio da 
a haste encontra-se sobre o 


cissa do ponto A, 
+14 para n) 


0) 6 


don=3,aärea da 
do plano tais que y — 


| 29-12? (у: 
b) (x12)? *( 


уз 


r igual a 7, entáo a 


to В foi 
ordenada do рол! — 


da reta que passa pelos 


(3) Sea 
equação 
= 75. 


S Subprog rama-2006) 


(1) Considere que uma uma ¢ 
Humaitá para Manicoré, de 
Nesse caso, o trajeto da aeron 
paralelo à reta que passa por A 


Considere que o diagrama da figura acima 
represente o posicionamento ideal de uma TV — 
indicada pelo ponto A — e de duas caixas de som 
— indicadas pelos pontos B e C —, em relação ao 
telespectador — indicado pelo ponto D —, tendo 
em vista a obtengäo do melhor desempenho de um 
home theater. Nessa figura,  apresenta-se, 
igualmente, um sistema de coordenadas 
cartesianas xOy, em que a unidade € o metro. Os 
pontos de A c C estáo sobre uma circunferéncia de 
raio igual a 4 m e centro, em D, de coordenadas 
(4, 0). Considere que as coordenadas cartesianas 
da posigäo da caixa de som que se encontra no 
ponto B sejam (1, yg). Com base nessas 
informagöes, julgue os itens seguintes. 
(1) Nesse diagrama, a distáncia entre a TV e a 
caixa de som posicionada em B é superior a 3 
metros, 
(2) O coeficiente angular da reta que passa pelos 
pontos onde estäo posicionadas a TV e a caixa de 
som C é inferior a —0,6. 
eee а 
na a e ea TV é paralela à 
posicionados gd к сога 
m C € o telespectador. 


(2) Considere que as cidad 
Canutama e Humaitá estej 
reta e que a distäncia = - 


Humaitá. Entäo, as à tre 
são tais que а x b = 10. 
(3) Considere que o ponto (c, d 
cidade de Coari, esteja na imt 
passa por Manaus e Envira 
por Manicoré e Taraquá. | 
+d>5, 3 
(4) Suponha que as 
estejam nos pontos 
circunferência cujo 


igual a x/6 rad. Co 
coordenadas mencio 


62) (Fuvest-2003) 

: а) A reta r passa pela ori 
een € tem coeficiente Шш ER 
P irm eréncia C passa pelos pontos (1, 0) e G, 

centro no eixo x. Para qual valor dema 

reta r é tangente a С? cs 

a — agora que o valor de т seja menor que 

e е determinado no item anterior. Calcule a 

ea do triângulo determinado pelo centro de C e 
pelos pontos de intersecção de г com С. 


Я que os élites Sı, 5: e 5; do sistema 
mencionado no texto estejam, em 

instante, nas posições (Xi, Yi). (X2, Y2)‏ ۾ 
do plano хОу, respectivamente,‏ ر 
тейеш ilustra a figura acima. Considerando‏ 
da que um receptor esteja na posição (a, b), que‏ 
dee ser п a partir das distâncias dı, d;‏ 
e à, indicadas па figura acima, julgue os itens que‏ 


se seguem 2 y 
Ws "Conhcccndo-sc apenas 25 posigöes dos 
d; c da, não é 


63) (Fuvest-2004) Na figura abaixo, os pontos A, 
В с С são vértices de um triángulo retângulo, 


sendo B o ángulo reto. 
A 


с 


S, е 5: e as distáncias 
ivel determinar de forma inequi 


voca a posição 


do receptor. N 
146 Se (x. y) = G- 1) e (xz, уз) = (5, 5), então a 
da reta que passa por esses pontos é y + 


25-0. 

347 Supondo que ( yi) seja um ponto da reta de 
2y — x = 4, (х2, У), um ponto da reta de 

equação 3y — 2x = 5 e que o receptor esteja na 

eco dessas duas retas, então a + b = 5. 


34$ Considerando (xi, у!) = (1. 1), (х2, уз) = (3.2) 


A 3 
Sabendo-se que A = (0, 0), 


B pertence à reta x — 
(3, 4) é o centro da circunferência 


2y=0eP= 


er rn inserita no triängulo ABC, determinar as 
149 Considerando que (xi. Yi) seja o ponto de coordenadas 
enca da reta y + X — 8 = 0 com a a) do vértice B. 

à ia de centro (1, - 1) e raio igual a b) do vértice С. 

E. Er i 64) (Fuvest-2008) Sào dados, no plano cartesiano 
5 de origem O. a circunferência de equação х += 


or Pe 


Considere que as posiçöes 

йез sejam (xı, yi) = (0, 0). (%2 Y2 

ys) = (3, 1) e que dı = dz = 1 e ds = 
1. 


)=(1,1)е 
43. Então 


5, o ponto P= (1,43) e a reta s que passa р! 


ixo y. Seja E o ponto de ordenada 
lela ao eixo y- Se) Bo intercepta а 


é paral 
positiva em que 2 
circunferência. 


2010) Dada uma circunferência de u 15 
oii ста ET idi Assim sende clk no ponto E. gulo 
= o de encontro das alturas done 


b) o pont 


ara a circunferéncia C. que o coeficiente b ¢ j "о 
b) Escreva ra o APQ. coeficientes a e e, E Média 
с) Calcule a a) expresse as Coordenadas d 
lano cartesiano, os pontos | em termos dos coeficientes = 
Eos a nem à circunferência C. Uma | b) determine a, b к 
(0, E 


‘ 4 А ес sabendo. 
ircunferéncia, de centro em (-1/2, 4), é triângulo OPR é o dobro da 

Em C no ponto(0, 3). Então, o raio de C | e que o triángulo OPQ tem área 

tan y 

vale 


67) (Fuvest-2008) A circunferéncia dada pela 
equação x! + y? — 4x — dy + 4 = 0 é tangente aos 
eixos coordenados x e y nos pontos А е В, 
conforme a figura, O segmento MN é paralelo ao 
segmento AB е contém о centro С Ча 
circunferéncia. E correto afirmar que a área da 
regiäo hachurada vale 70) (Unicamp-2010) No er 
ах (a > 0) e a reta que pa 
perpendiculares, interceptando 
que B é o ponto (2, 0), resolva as ¢ 


a)n-2 
b)x+2 
с)л+4 


68) (Unicamp-97) Os ciclistas 
ponto P(- 1, 
velocidades de 


funcáo de a. 
b) Supondo, agora, 
coordenadas do 

circunferéncia com 
x: 


=0 €o ciclista B, a t 
x+y б 8y 


Mae. éo km. P. 
a) Quais as co isti 

Ponto Q, distinto de P, 
Onde haverá duas trajetörias? y 


71) (Unicany 
apoiado 


eclividade positi va. 
ch equação na forma segmentária, 


d) tem coeficiente linear nulo. 


81 (АЕА-2006) Um cursinho tem representado na 
fi 45 abaixo о seu logotipo que é contornado por 
= triángulo equilátero ABC, cujo baricentro é o 


* 


УЗ |, No interior desse3 triángulo há o 
ponto P fo. T ) 


Considerando ох dados acima, classifique as 
alternativas abaixo em (V) verdadeira(s) ou (F) 
falsa(s). 


a 8 
() А equação geral de A, ёх? Fy = "3 =0. 


() A coroa circular sombreada na figura pode ser 
representada pelo conjunto de pontos Q (x, y), tais 


ee 


x+ (у By Pye 
que 88 
() A reta suporte que contém o segmento BC 
pode ser representada por y = ~ 3x + J3. 
A seqüéncia correta é 
a)V-V-V 
b) V-F-V 


c)F-V-V 
d)V-V-F 


82) (AFA-2007) No plano cartesiano, a figura 
abaixo representa duas circunferências 
concêntricas Al e 22, cujo centro é o ponto C, 
Sabe-se que Al é contomo de um círculo 
representado pela equação (x — 1)? + (y + 2)?s4e 
que ^B, que mede 8 cm, é corda da circunferência 
maior A2. Considerando também que AB é tangente 


а Al, classifique em (V) verdadeira ou falsa, 
cada proposição a seguir. 2 1 


= 2y + k = 0 passa pelo ponto 
coincide com o baricentro do u 


(X1 é tangente ao ej YA ч 
() A soma das c we зе 
maior que 5, — EN BY 
( ) A região sombre, 
|, >з 


хт. 


1 
ys 
2 


passa pelos pontos A ¢ С 


(JA reta (t) 6 
Perpendicular á 
ы ha 


A seqiléncia correta é 


a)F-V-V-F 
b)V-V-F-F 


83) (AFA-2007) Seja X uma ei 
inscrita em um triángulo retángulo Y 
catetos estäo sobre os eixos — i 
em e 4 em, conforme a figura abaixo, 1 
AY 


A 
2 


a 
É INCORRETO afirmar que 
a) o ponto de A mais próximo da origem ten 
soma coordenadas igual a 2 * 
b) a área da região sombreada é menor que 3 em’ 
c) a região sombreada é definida por 
у>0 
x»0 
NA 
(x- 9 «(y - 01 
d) o conjunto de pontos do plano c 
eqüidistantes de A e B é representado p 
8х ~ 6у-7=0 M 


3 e x 


84) (AFA-2008) A circunferéne 


que o ponto P de (A) mais p 


2 


j ircunferéncia x 
ITA-90) Seja C o centro da circun: 

i бузу = 0. Considere А e B os pontos de 
intersegäo desta circunferéncia com a Tela y = 4x 

Nestas condigöes o perímetro do triángulo de 
vértices A, B e C é: 
a) 62+3 b) 43 «42 с) 42-43 
d) 543 + y2 e) nda. 


101) (ITA-94) Um tri 
A: (0, 3), В: (348,0) e a 
maior que 2. A circunferê 


2 А ncia cire 
triángulo tem raio г e centro em O: (a 
+b? r é igual a: x 


931 b)32 033 034 935 


abcissa d 


96) (ITA-91) Seja C a circunferéncia dada pela 
equação x? + y! + 2x + by +90 0.SeP=(a.b)é 
о ponto em C mais próximo da origem, então: 
aja=-5 e 4b. 24b 18 0 


+3 йуу=3х2—2 


272 


2 
b--2 e 4b" +24b+33=0 


# 


Gr уо. ТЕ 103) (ITA-96) São dadas as retas mx 

ig Nes. Ax+y- 2/3 = ead 
das- 1- MM e b=3a Cx + 2x +. y! = 0, оед 
с) n. d. a. 


desses trés elementos, podemos afırm 
a) res sáo paralelas entre si e ambas $ 
ac. 1 
b) г e s são perpendiculares entre si 
delas é tangente a C. 
с) r e s são concorrentes, r é tangente 


97) (ITA-91) Seja r a mediatriz do segmento de 
reta de extremos M туа) еМ = (8), — 2), 
Seja R o raio da circunferência com centro na 
origem e que tangencia a reta т. Então: 


tangente а С. 
a)R= 3T b)R- Уз c) R= м0 d) r e s são concorrentes, s é tangente à 
A e 3 tangente à С. 
R= NO nda €) r e s são concorrentes e ambas são fi 
2 da. 


98) (ITA-92) Seja Са circunferência x? + y? — 2x 
= бу + 5 = 0. Considere em C a corda AB cujo 
Ponto médio é: М: (2, 2). O comprimento de AB 
(em unidade de comprimento) é igual a; 


32/6 b) с)2 d2 e) n.d.a. 
99) (ITA-93) Calcula 
limitada por y € 3(x + 
obtém-se: 


102 Ba 9) 135 
4) 3-13 mp 


ndo-se а área da 
202 e x! (у 


9) (13л)/2 — к: 
e) NA 


à das circunferências 
© langencia as 
7 Û tem sua 


A-2010) Um triángulo eqüilätero tem 3 
E pontos A, B e C do plano xOy, cree 
orat c C = (5, 5).Das seguintes afirmações: 


q- A se encontra sobre a reta y = - pet 
PEA está na intersecção da reta y = .3,,45 


„a circunferência (x — 2) +(y- y! = 25, 
її A pertence às circunferências (x — 5)? + Ro 


7 2 
gp = 25 е (1-3) +y-3% = Be (são) 


deira(s) apenas 
a b) IT c) HT 
gel €) IT e TIT 


107) (IME-81/82) Determine as equações de uma 
circunferência com centro no ponto (- 2, 2) ¢ 
tangente à circunferência x? + уг -2x — 4y + 4 = 
0. 


108) (IME-87/88) Encontre a equação do círculo 
inscrito no triángulo formado pelas retas: 
4x+3y-6=0 

-4x+3y+9=0 

-3x+4y+12=0 


109) (IME-88/89) Determine a equação da 
circunferência que tem centro no eixo dos x с 
possui uma corda, cujas extremidades são (2, 2) e 


6,4). 


110) (IME-66) Num sistema de eixos cartesianos 
_ ortogonais o vértice A do triángulo ABC está na 
é origem e o сіхо dos X é suporte do lado AB. O 

Coeficiente angular do lado AC é 1, Sabendo que 
. 9spontos B, C e M, este último de coordenadas (0, 
4), estão e linha reta c que as distâncias BC с 
São iguais, determine a equação da 

circunscrita ao referido triângulo. 


As tangentes traçadas de um ponto 
unferências de centros Ci(2, 2) € 


respectivamente Rj = e R2 , 
ine x. 


modo reta г: 4x — 3y + 
vin x +y = 2× - 


ya! 


114) Ob 
т cr a ¢ 
Circunferência 52448940 da reta у tang 

ente à 


conduzidas pelo ponto P63 Be 15 = 0 


ar as e 
tan Quações d 
= ea à circunferência y? < -y FCUnferências 
e que tem raio unitário, y no ponto 


tangencia a reta 2x 4 


ordena J г 
ра ada 2 с determina na circunferincia x + yê 
à corda paralela ao eixo x 


117) Cada ponto P(x, 
Xy tem suas coordenad, 
5 =I+cost 3 
y=2+sem "ISA 
Escreva a equação de С, 


y) de uma curva C no Plano 
as descritas por 


118) Determine a equação da circunferência que 
tangencia a reta x + y = 5 no ponto (- 2, 7) e que 
corta a circunferência x + y + 4x -6y + 9 = Û 
ortogonalmente, 


119) Determine o valor de a de modo que as 
cirgunferéncias x’ + у = 9 e x? + 2 + 2y + 
1=0 sejam tangentes. 


120) Determine o centro da circunferência que 
passa pelos pontos (0, 0), (0, 1) e que tangencia a 
circunferência x? + y = 9. 


121) Sejam A(3, 4), B(4, 3)e C(5, 0) os vertices 
de um triângulo ABC. Determine o raio da 
circunferéncia que passa pelos pontos médios dos 
lados de ABC. 


* >0,i= 1,2, 3, 4 são quatro 
j > 0, 


1 
122) Sc у > 
tos distintos de uma circunferência, demonstre 
pontos distintos 


xim 1. 
que X1X2Xx1 ea 
p à le 
ircunferência 
da с Px 


ão 
C Ra feréncia x +) 


ermin : 
8 tangencia à e 
-4y-20=0n0 ponto (5. 5). 


Exemplos: 


-2007) O vértice, o foco e a reta diretriz da parábola de е 
$ 2 (0, D ; Foco: (0, 1/4) ; Reta diretriz y=-1/4 
b) Vértice: (0, 0) ; Foco: (0, 1/2) ; Reta diretriz =. 1/2 
c) Vértice: (0, 0) ; Foco: (0, 1); Reta diretriz y =-] 
d) Vértice: (0, 0) : Foco: (0 , -1) ; Reta diretriz y = 1 
e) Vértice: (0, O); Foco: (0. 2) ; Reta diretriz y =- 2 
Solucáo: 


a 0-07 =F )х-о) > p=12 e V(0,0) = Foco (0, pg = (9, 
Diretriz: y = yy- p/2=- 1/4 > ALTERNATIVA A 


quação y = x? 0 


2) (Escola Naval-94) A equação da parábola cujo foco é o ponto (1,4) e cuja a diretriz 
2 
V-2x48 (B)y=-x°+x-8 (С)у=2—-х+ 4 


(A) y 


(D) y = 


Aum (E)x- y -v+4 


Solução: 
O parâmetro é igual à distância entre a reta diretriz с o foco: p=4-3=1, 
Vértice: V(1, yr—p/2) > V(1, 9/2) 

Assim: (х — ху) = 2р(у—уу) > (x-1)= 20у – 9/2) > x?-2x+]= 2у-9 > y 


3) (ITA-2009) A distância entre o vértice e o foco da parábola de equação 2x^ — 4x -4у- 
3 " 3 1 
2)2. Б) 5° [341 41. dz 


Solugäo: 
2x! Ax - 4y +3=05 2) - 2x + 1)-4y + 120 e 2(x - y 43] aly — 


Portanto, sendo p o parámetro: 2p = 2 <> == » que é a distância pedida. 


4) (IME-2012) É dada uma parábola de parámetro р. Traça-se a corda focal М! 
inclinação de 60º em relação ao eixo de simetria da parábola. A projeção do ponto M 
ponto Q, e o prolongamento da corda MN intercepta a diretriz no ponto R. D 


triângulo MQR em função de р, sabendo que N encontra-se no interior do segmento N 
Solução: 


Sejam d a diretriz, e o eixo d 
do foco F sobre d. Como M 
tem-se MF = MQ. Já que d 

o triángulo MFQ é eqúilátero. | 
Conseqüentemente, obtém-se 


EMA DAS TANGENTES 


7.8. TEOR 


Teorema: Considere um Pad 

parábola de foco F e direi, , 
sobre a diretriz d. Tros ep P Seja D 
reta t é a bissetriz do ángulo ¿ppp 20" 


Corolário 1: O ponto D é si 
reta t. 


Corolário 2: Em um lho раг 
‹ luminoso que incide na 2 paral i 
de simetria reflete ao longo de uma ies que 


d D foco da parábola. 


métrico de F ey 


Considere um ponto P sobre a paräbola trace a bissetrig t 
ZFPD. Tome um ponto Q qualquer, distinto de P, na reta 
FQ e seja D' a projeção de Q sobre a diretriz d. 
Como P pertence à parábola então PF=PD, fazendo 
AFPD seja isósceles. Assim, a bissetriz t é mediatriz 
implicando que QF = QD. 

Como D’ é a projegäo de Q sobre a reta diretriz d se 
QD’ < QD = OF, fazendo com que Q seja externo à parábo 
estivesse sobre a parábola teriamos QD' = QF , que não 
Como Q representa um ponto qualquer sobre a reta t distinu 
conclui-se que Р é o único ponto da reta t que pertence à p 
Logo, segue que t é tangente à parábola. 

Sobre o corolário 1, observe que a reta t é mediatriz do segmento FD, fazendo com que 
F até t de D até t sejam iguais. i 
Para demonstrar o corolário 2 basta notar que o ángulo formado por um raio paralelo ao eixo de 
€ a reta t é igual a q, implicando que o raio refletido percorra o segmento FP, passando, porta 
foco F da parábola. 


Observação: Perceba que a demonstração acima somente é válida porque a parábola i 
convexa. Caso a parábola não fosse uma curva convexa teriamos a possibilidade da ret 
um ponto de interseção com a dada curva с mesmo assim esta reta não ser | te 
exemplo, a reta y = 1 possuí apenas um ponto de interseção com a curva y = X + E 
tangéncia da reta cum a curva no ponto (0, 1). А 2 


= 


Exercícios: 


1) (IME-86) Seja uma 
parábola que a intercept 
Solugäo: 


paräbola de foco F e diretriz d.Por u 


amem M, e M. Demonstre que / „ Ponto Реа у. d 


ao em J h = 

Suponha que F’ sej А 1 
: Ја а proj 

eja а projeção de MP Pa sob 


P= ENDE 
FMF | 


Mier 


tangentes sabe-se que ZM 
Como F' M, = FM, então aj 
mediatriz de FF, 


Assim, 


r tem-se que ZM. 


Pelo teorema de Poncelet: ZM, 


Sendo PM, 
Observe 
ângulo semi-inscrito n 


FF. Assim, ZFF"M; é um 
Como FH é um ángulo inscrito no mesmo circul 

= ЕЕЕ” G. Сото АЕЕ”М, é isösceles tem-se que 2Е°ЕМ; = a. 
Assim, Segue diretamente que “РЕМ, = 90º, 

Como ZPFM, + РЕМ» = 90? + 90° = | goo 


conclui-se que Mi, Ma e F estão alinhados. 
2) (IME-90) Seja um triân 
circunscrito ao trian 


1" Solução; 


gulo ABC cujos lados são tangentes a uma parábola. Pr х 
gulo passa pelo foco. 


Sejam A’, B' e C` os pontos si 

às retas BC, AC e AB, respecti 
Pontos A”, В” e С" pertencem à 
а demonstração do Teorema de | 
Assim, os pontos A”, В” 


ficando derivadas 


Suponha que a equação reduzida da reta tangente t à «іры x? y 
—+ > 
dada por Y = mx + п. Sabe-se que o coeficiente angular m da ME 6 ^| mo ponto PU, 2) seja 


А i tangente à 
igual ao valor numérico da derivada LO à uma сугу; 
continua eigu i aplicada no ponto de tangéncia, а qualquer 


Derivando em x a equação da elipse: as 2y dy =0 = W_ 2x 
6 dx den ae 
2x >] * y 
nto P tem-se que: m=-—L Ll _ 2 
No po "m 2 | > tys-x4n 
Como esta reta deve passar pelo ponto P(1, 2) então; 2 — I+n = 
n=-3 


Logo, a equação da reta t é dada por y = — x +3, 


Exercícios 
E área do (гій i 

икт. 2007) 4: rea do triângulo retâmgulo formado pelos eixos coordenados e pela reta tangente à 

se а get um dos ропіфнчіе ebscissg хити, é iguala: . 


A) 49 unidades de área. B) 9/4 unidades de’ätea. ^ 
С) 243 unidades de área. D) 4/3 unidades de área. 


Inicialmente note que existem dois pontos na clipse com abscissa 
igual a 1, Assim, existem duas retas tangentes à elipse em pontos onde 
x = |. Entretanto, pela simetria, as duas configurações produzem 
triängulos retängulos congruentes, como pode ser confirmado na 
figura ao lado. 


"aer 
Substituindo x = 1 na equação da elipse 5 zl: 
2 à E 
AS => > 99 
9 4 2 


Derivando em x a expressäo da elipse: 


2х | 2y dy 0 9 
F 


е seja dada pela equação reduzida (t): у= тх n. 
se possui coeficiente angular igual a: 


E red 
P = a > 28 


DAOB N34 


3 tangencia a clipse X + 4y = Isecsöse 


| Deste modo tem-se que 


Am FI ia > (4m? + IR + Mex > 35=0 


|. A-0 > Олара + 135-0 > 51602 SSO 140= 0 = lém = 140 = 
| E 
H 2 
| 3) (TA) Sabese que uma «іре de equação > + Ут = 1 tangencia inter 
circunferência de equação x’ + y = e que a reta de equação 3x + 2y = 6 é tangente à eli 
| Determine as coordenadas de Р. В 
| 
1 


seus pontos &. y). 
Seja Р (m, n). Então, como o cocficionte ang 


Hiperbole 


un plano a e dois distintos pontos, Fier, pertence 
Const 


А entes a este Plano, Si 
Defini-se hipérbole como o conjunto de pontos P do plano 
с. 


uponha que 


9. tal que IPR PE |= 2a, oni 
К atts 3 1 . onde 
me ontos EI e Fa são denominados de focos da hipérbole. Abaixo é possivel identificar y 
e ¿o tragado de uma hipérbole. 
exemplo 


Pela definição de hipérbole tem-se que: 


|AFi - АР = ВЕ, — ВР = |CF, - CFa| = DF- ОР; = 2a 


Perceba que uma hipérbole é formada por dois 
ramos, cada um associado a cada foco da hipérbole. Na 
figura ao lado, o ramo da esquerda está associado ao foco 
Е e representa os pontos P tais que PF, — PF, = 2a, 
enquanto que o ramo da direita está associado ao foco Fy e 
representa os pontos P tais que PF; — PF) = 2a. 


7,21, ELEMENTOS PRINCIPAIS 


F; e Fz: focos da hipérbole 
E gi O: centro da hipérbole 

d Aj e Az: vértices da hipérbole 
he rı e ry: assintotas da hipérbole , 
AA: = 2а : eixo real ou eixo 
transverso XT 
B,B,=2b : cixo imaginário ou 
eixo conjugado 
FR, =20: eixo focal 


De modo a simplificar a 
hipérbole serão colocados sobre y 
hipérbole coincidindo com o centro do si 
coordenados. Suponha que um ponto P(x, 
hipérbole de focos F; (= c, 0) e Fz (c, 0). 


eixo x, 


ч F x Deste modo, sendo c > a: 
2 2225 = 
pr kri- 20 > ef ey dene ty ja = 
„= PF; 


Nero) (оза) = Gero) ey! = (xo) N- gar 
5 = 
angl + y o nf v Sh 0) ey! + e tay(x—c)? + y! = ہی‎ ut 


кз. ма 2.2 2 bx -aya > Ma 
(e а2)х? ay = af (c -a) > bx 22 55 
Quando a = b afirma-se que a hipérbole € equilátera. 


A expressäo ET =1 representa a equagäo de uma hipérbole centrada na origem do sisten 


de eixos cartesianos ortogonais. Caso o centro da hipérbole seja um ponto qualquer O(x., 


Ye) do pla 
cartesiano, basta fazer uma translação de eixos, mantendo os eixos paralelos e deslocando 


© centro do 


2 2 
XX. و‎ 
sistema de (0, 0) para O(x., ye). encontrando a equação E F. 


Perceba que, na demonstragáo acima, о eixo real АА; 
sendo horizontal, Caso o eixo real fosse defi 


е 


(onde ficam os focos) foi definido 
nido na vertical encontrar-se-ia a equagäo da hipérbole d 
1. Abaixo é possivel ver um esquema da diferença entre as equações de 


a 
hiperbole com eixo real horizontal e vertical: 


1 


* 


+ TRETA TANGENTE 


Abaixo serão apresen 


tados dois métodos para a determinação da É 
Ficará a cargo do leitor escolher o método de sua preferência. Fela tangente 4 uma 


7.23.1. Método do discriminante 


Os pontos de interseções entre uma reta dada por y= mx + ne uma hi 2 
y=mx+n Pérbole А 

|», 2 “ч, 
y - 

-F. 


х Y. _ | são determinados pelas soluções do sistema 


Se este sistema não apresentar solução então a reta não intersecta a hipérbole, Se exin 
uma solução para o sistema, segue diretamente que a reta é tangente à hipérbole e a solução dos si m 
o ponto de tangéncia. Se o sistema possuir duas solugóes afirma-se que a reta é secante á — é 
duas soluções representam os pontos de interseção da reta com a hipérbole. tas 


2 
Substituindo a equação da reta na equação da hipérbole obtém-se E (тх жп)? С 
а ' 


b? 
desenvolvida gera uma equação de 2º grau em x. Assim, de modo que a reta seja tangente à hipérbole é 
necessário e suficiente que o discriminante desta equação seja igual a zero. 


A aplicação deste método será mostrada em um exemplo numérico resolvido, 


Deseja-se determinar a equação da reta tangente å hipérbole EEn е que passa pelo ponto 
(1, 2). Suponha que a reta possua equação y = mx + n. 

Como a reta passa pelo ponto (1,2): 2=m+n => n=2-m 

Logo, a equação da reta fica da forma у = mx +2-m 

Substituindo a equação da reta na equação da hipérbole: $ 


7.28. LATUS RECTUM MID. Cônic, ; 


Ѕиропһа uma hipérbole da forma x n 


а? ER » Conforme 95 
acima. PQ é uma corda focal, ou seja, os Pontos P e Q 
t о segmento PQ passa por um dos focos F da es: à hipérb 
determinar o menor valor do comprimento de PQ. Pérbole, De 
Em coordenadas polares tem-se que: 


CORSA DE 
a(l—e.cosO) 
| — OS 
М afl — e.cos(180* «9)] a(l + e.cos) | 
ғ 1 L b? b? 2 1 
М. PQ = PF + QF = БоБ кыт. + = 
" a(l-e.cos8) a(l+ecosB) a l-cos8 Ircosg | 
. 


x _ b7] 1-cos0+1+c050 
а | (14 cos0)(1—cos8) 
2b? 


Assim, conclui-se que Po 
“| a(1— cos? Ө) 


O valor PQ vai ser mínimo quando | — cos” 0 for máximo, que ocorre quando cos? 0 for minimo 
implicando que a corda focal € minima para cos? 0 = 0, fazendo com que Ө = 90°. 


2b 
Assim, o valor mínimo de PQ é [PQ 5 


Este valor mínimo da corda focal é denominado de latus rectum. O parámetro de uma hiperb 
2 
definido como sendo metade de seu /atus rectum, implicando que p->. 


Desta mancira, a forma polar de uma hipérbole pode ser descrita de maneira mais si 


expressão: "9-: = 


7.29. EQUACÄO PARAMETRICA 


A equação geral de uma hipérbole com eixo real horizontal é da 


eh 


Encontre as equações das retas 
lay = x? que passam pelo ponto 


Os pontos AG, 0) e BOO, 3) são 
P до; o terceiro vértice é o 
das retas de equações 2x — 3y 
3y- 21 = 0. Encontre a equação da 
tro é o ponto C(0,0) , o eixo real 
hipérbole — abscissas, a distáncia entre o 
está é o dobro da altura do triângulo ABM relativa 
o 


judo AB e à excentricidade é e = 42: 
ao 


ma secção transversal de um 
B oen 8 na figura abaixo. A 
9 8 colocada no foco F e sabe-se que [ABI = 
Carta lem, onde V é o vértice da parábola. 
| um sistema de coordenadas em que V 
d to (0.0). Sabe-se que uma equação de 
55 5 un de vértice V(0,0) e foco nu a 

sas informações, a equação da 
x дн E айв ICD] ао, 


respectivamente: 


== 


a) x= By, CDI = 11 cm 
5) 10y, |CD| = 80 em 
| Qr--9y|CD|- 9 cm 
d) = ву, [Срј = 4422 cm 
SY =8y, [CD] = 10 em 


) (UFCG-2010) Sobre as curvas planas * 4y 
X + y — бу + 8 = 0, é verdade que 
Se intersectam. 


parábola que passa 
tangente a0 “хо xv 
que a distáncia dePı 


2 


x 2 2 
а) —+y = 
Da ty RIS 


q^ y 
b) wee 
2 2 
o) +216 
43:2 
e) 2x? + 3y! = 49 


d) x! + 2y! = 25 


26) (UFPR-2011) Alguns telescópios usam 
espelhos parabólicos, pois essa forma geométrica 
reflete a luz que entra para um único ponto, 
chamado foco. O gráfico de y = x’, por exemplo, 
tem a forma de uma parábola. A luz que vem 
verticalmente, de cima para baixo (paralelamente 
ao eixo y), encontra a parábola e é refletida 
segundo a lei de que o ângulo de incidência é igual 
ao ângulo de reflexão. Essa lei implica que os 
raios de luz verticais, encontrando a parábola no 
ponto (2,7), serão refletidos na direção da reta Jay 
+ (1-4a%)x =a. 
| Luz | 


s» e? 


Sendo assim, calcule o ponto em que 
luz verticais refletidos em (1,1) 
encontraráo. 


27) (UFRJ-2010) 


os raios de 
e (2,4) se 


Determine 2 bg da 
lo ponto P, = (0, a cé 
S. ponto P: = (a, 0), sabendo 


a P; é igual a 4. 


b) Determine os vértices Q P 


| 95 unidades de área. pertencem ao eixo das Fk. oe 
g DA | do triángulo POR, onde =) 12 a 
(UFS alisar as sentenças abaixo, EE 
lo і lo ABCD de base 8 € altura 4, 
en na n O de um sistema de eixos 43) е. А equação da elipse 
ше ortogonais, como é mostrado na figura as ‚ 0), F2 = (2, 0) e cixo ro ы | 


seguinte. 


44) (Unesp-2008) Suponha que um pl Я 
descreva uma órbita elíptica em tomo de 

estrela O, de modo que, Considerando um si im, 
de coordenadas cartesianas ortogonais, Per 
estrela O a origem do sistema, a órbita POSSA ser 


descrita — aproximadamente pela 
2 2 


x y й 
Ti scat + com X e у em 


0 0 - O coeficiente angular da reta suporte da 
diagonal AC é menor que — 3/5, 

1 1 - A equação da reta traçada por R e 
perpendicular à reta suporte da diagonal BD é 2x + 


y-2=0, " М quilómetros. А figura representa a estrel, d 
22- A equação da Sircunferéncia circunscrita 20 | órbita descrita pelo planeta e sua — E. 
retângulo ABCD é x? + у? = 20, instante em que o ángulo POA mede 7/4 

33- A equação da elipse de vértices P, Q, Re S é у (mides de an) ; 

x y | Be (0, 5) 

— Я 


4 
44 - А distância focal da elipse de vértices P, QR 
eS é igual a 4/3 


41) (Unesp-2005) A equagäo da elipse de focos F, 
= (22, 0), F2 = (2, 0) e eixo maior igual a 6 é dada 
por 


b) 2/10. 
4102 e) Sv 


45) (Unesp-2010) A figura mostra 
de algumas das ruas de nossas ci 


c) 5/2 


da elipse, perpendicular à 


menor largura du rua (calgadas 


E exatamente à 


¢ as elipses de luz se tangenciom 
ag eixos maiores, a distância, 
postes consecutivos deverá 


amos @! 

qremidades dos 
f entre dois 
roximadamente 


em me 
ко e 0,111 20,333 


de apres 4 
od 9933 0,8 


wx. 025 d) 20 SEE 


| Unicentro-2010) Em ита aula de 
| w í o professor disse que a parábola de 
| 2 ye fx 3 са hipérbole de equação 
| . têm três pontos em comum, P(a,b), 
| j 

| 


Ў Im dos alunos, do fazer os 

u 2 d em um mesmo plano 
эя verificó que um dos pontos em 

MCI -2). Com essa informação, concluiu 

М quais são as coordenadas de Q e R. 

ym condições, o valor de (a + € AR 

йо by с)-7/6 d) 7% е) 5/6 


47) (UNB-2012) 


A figura acima ilustra a situação em que um 
Someta (C) percorre uma órbita elíptica de centro 
їй origem de um sistema de coordenadas 
Surtesianas ortogonais хОу. Nessa órbita elíptica, 
9 Sol (5) aparece em um dos focos. Considere que 
A ipse seja representada pela equação 
P5. em que a > b > 0, e tenha 


de igual a 0,96. Nesse caso, se a 
U minima desse cometa ao Sol for igual a 
unidade astronómica), em que 1 UA = 
© distância média da Terra ao Sol, 
cia máxima do cometa ao Sol, em 


A) interior a 3.700, 
B) superior a 3,700 e 
C) superior a 4.000 e 
D) superior a 4.300, 


inferior a 4.000, 
inferior a 4.300, 


48) (FGV-2002) No plano cartesiano, 
equações paramétricas x = 2 
€ IR E 

à) uma senóide 
€) uma hipérbole 
е) uma elipse 


à curva de 
cost € y = 5 sent com t 


b) uma cossenóide 
d) uma circunferéncia 


49) (Unicamp-1993) Dada uma elipse de semi- 
eixos a e b, caleule, em termos destes parámetros, 
à área do quadrado nela inscrito, com lados 
paralelos aos eixos da elipse, 


50) (Fepecs-2012) A elipse E representada а 
seguir centrada na origem e seus eixos estão 


sobre os eixos x e y. 


ТТ | 


| 
BEN Reel 


? 9 
ipie. + = eta 
51) (Fuvest-2001) A elipse x мена ea reta y 


2x + 1, do plano cartesiano, se . 
= cer 
Pode-se, pois, afirmar qi 

pontos A e B. 


dio do segmento AB é 
DB) 525, m 
e) (1/3, -5/3) d) (13, 


e) (14. 1/2) 


СУ 97 
E r^s Ya 
t do plano cartesiano хОу 


Uma to k 
۸29 lar 2a c tangéncia a parábola 
= 3 oordenadas (a. b). Se (c, 0) 


[i to de © 
\ eS 1 — de dois pontos de t tais 
10.9902 ^4 então wb é igual a: 


es b)- 5/16 c)-3/16 


s (1ТА-82) Num sistema de coordenadas 
sianas ortogonais, seja “E” uma elipse de 
d A OO ty ES. Considerando r e s duas 
d distintas, tangentes а “E” a com coeficiente 
| Ear comum igual a 2, podemos afirmar que: 
3 ¿As dessas retas são у=2х+реу= 
4 2 um número irracional. 

0з pontos de contato dessas retas com a elipse 
2 do 10 e 3 o quadrantes. 


«JA equação de uma reta das reias éy=2x- 
ja "E" num ponto cujas coordenadas 


são números racionais. 

90 coeficiente angular da reta que passa pelos 
postos de contato de r e s com à elipse "E" é 2/5. 
e) A reta y = х corta uma das retas, г ou 5, num 


ponto M= (a, 2), onde a é real e [al > re 


3ea 


$) (ITA-99) Considere a circunferéncia C de 
x+y N + 2у +1 = 0 са elipse E de 
equação x +4y — 4x + By + 4 = 0. Então: 

E interceptam-se em dois pontos distintos. 
C e E interceptam-se em quatro pontos 


E são tangentes exteriormente. 


são tangentes interiormente. 
o mesmo centro e não se interceptam. 


coordenadas : um ponto da alipso, com 4 -q * 
0, então Pr. € igual a: 
3-33 


b2-45 rr) 


e)2 


a) 2+45 
02 


87) (IME-54) a) Dada a equação da cónica: 
= dy - 36x + 8y = 4 = 0. Pedem-se: 

(i) Simplificar a equação, destituindo-n dos termos 
do primeiro grau das variáveis, mediante uma 
transformação de coordenadas e identificar a 
curva, 

(ii) Determinar todos os elementos característicos 
da curva, indicando-os esquematicamente sobre 
um esboço da mesma, onde devem constar todos 


os eixos utilizados. 


88) (IME-70) Uma cônica tem por equação 9y - 
18у + 25x) + 50x - 191 = 0. Identifique-a е 
calcule sua excentricidade, se for o caso. 

(A) Uma hipérbole de excentricidade 0,7 

(B) Uma elipse com focos no eixo dos yy 

(C) Uma hipérbole equilätera 

(D) Uma elipse de excentricidade 0,8 

(E) Uma paräbola de diretriz x * — 1 

(F) Nenhuma das curvas acima 


x - 25/4 = D é uma das 


lipse e (4 0) é o foco 
origem. Ache a 


89) (IME-68) A reta 

diretrizes de uma c 

associado. O centro está na 

equação da elipse. 

90) (IME-67) Dados A(2, 0) e BE 2, 0) c a elipse 

2 2 
E „у. =1, pede-se determinar os pontos Р 
16 

@=1;2;3) da curva tais que a reta AP, tenha 

coeficiente angular igual ao triplo do coeficiente 

da reta ВР. 

y = 4x. Uma reta de 
ёт o foco © 


odos 08 elementos caracteristicos 
neando-0s esquematicamente sobre 
д en a mesma, onde devem constar todos 


um "os utilizados. 
os е s dodo кеш 
letermine а equagäo de um círculo 

106) (ME-82 ole * ay = | nos pontos 
que ungen iperbole é encontrada pela reta y = 3, 
em que es 

Е-97) Em uma parábola (P), com foco F 
is 5 P. considere uma corda MM' normal 
ЦМ. Sabendo que o ângulo MFM’ = 
сше os segmentos FM e FM’. 


107) C 
ep 


90°, cal 
IME-80) Por um ponto M qualquer de uma 
RR enredo à um 
end. Sendo F o foco de (h) 
ordene á diretriz (d), mostre que: 

MD=MF 


2 Ѕеја (d) а diretriz е F о foco de 
m ED. сн pe uma corda focal 
ас Mostre que as tangentes em М e M’ 
encontram-se em P, pertencente a (d) e que a reta 
РЕФ icular a MM”. А 
b) Sejam uma elipse (e) e uma hipérbole (h) tendo 
os mesmos focos e o mesmo eixo não ne 
Estabeleça a relação na forma fle; €”) = 0, sendo € 
e é as excentricidades de (е) е (h), 


respectivamente. 


110) (IME-89) Seja uma elipse cujo eixo maior 
AA! = 2а е cuja excentricidade é . Seja F o foco 
Ча elipse, correspondente ao vértice A. Considere 
a parábola, cujo vértice é o ponto O, centro da 
elipse, e cujo foco coincide com o foco F da 
elipse. Determine o ángulo entre as duas curvas 
F de intersegäo. 


1) (IME-94 Militares) Seja a parábola y + 5x = 
i Determine 


108) ( 


distâncias de F aos N'e M аиа 
excentricidade da elipse. * ipe. 
b) Se a tangente e a normal citadas cortam o eixo 


não focal em T’ e Nº, r 


canis 
o circulo MT’N’ passa pectivamente, mostre que 


pelos focos F e F’, 


113) (CPRIME-84) Dada a hipérbole xy = 20 
considere os pontos Py = (2. 10, P, = (- 1, 20) C 
Pr = (- 4, — 5) a ela pertencentes, Mostre que o 


ortocentro do triángulo P,P;P. 
J "Р: pertence a 
hipérbole, a d 


114) (IME-83) É dada uma elipse de cixo focal 2a 
© excentricidade igual a /2/3. Essa elipse é seção 
de um cone de revolução: o ângulo que o plano da 
elipse forma com o eixo do cone é В = 45°. Pede- 
se, em função de a, a distancia do vértice V do 
cone ao plano da elipse. 


115) (IME-00) Calcule as coordenadas dos pontos 
de interseção da elipse com a hipérbole, 
representadas na figura abaixo, sabendo-se que: 

os pontos C e C' são os focos da elipse e os pontos 
AeA’ são os focos da hipérbole; 

Bh é o eixo conjugado da hipérbole; 
OB=0B'"=3me0C=0C'=4m. 


116) (IME-98) Considere uma elipse e uma 
hipérbole centradas na origem, О, de um sistema 
cartesiano, com eixo focal coincidente com o cixo 
OX. Os focos da elipse são vértices da hipérbole e 
os focos da hipérbole são vértices da elipse. 2 

Dados os eixos da elipse como 10 cm e cm, 


i s equações das parábolas, que passam 
8 a "m elipse ¢ da hipérbole e sào 
tangentes ao cixo OY na origem. 


15) Determinar os pontos Ча elipse 


DE ye =1, cujas distâncias ao foco direito são 
36 


100 
iguais a 14. 


156) Determinar a equação da elipse, se conhece- 
se sua excentricidade ei seu foco F (-2; 1) e a 


equação da diretriz correspondente x = 5 =0, 


157) O ponto M, (3: -1) é um extremo do eixo 
menor de uma elipse, cujos focos estão na reta y + 
6 = 0. Achar a equação desta clipse, conhecendo 


sua excentricidade £ = S " 


158) Deduzir a condição. segundo a qual a reta y = 
1 1 
kx + m é tangente à elipse = + 5 m]. 


159) Achar as equações das tangentes à elipse 
2 2 

Em - Eg =1, que são paralelas à reta 3x + 2y +7 

=0. 


160) Uma elipse passa pelo ponto A (4, = 1) e é 
tangente à reta x + 4y ~ 10 = 0. Achar a equação 
desta elipse sabendo que seus eixos coincidem 
com os eixos coordenados. 


161) A reta x - y ~ 5 = 0 é tangente a uma elipse 
cujos focos são F; (- 3, 0) e F; (3, 0). 


162) Verificando que as elipses: 

wx + my mein = 0 

nx + ny = mî = 0 (mn) 

se cortam em quatro pontos situados em uma 
circunferéncia com centro na origem, determinar a 
E ed 


166) Calcular as equações 
13x + 3y - 26x + 24y ZI lin 
paralelas à reta 2x — y + M O e que 


167) Determine uma equação de m 
excentricidade igual 5 
Ban 2 doom eito 


coincidindo com o latus — 
equação y = 4y -8x + 28 =0, 


da parábola de 
168) Qual a equação polar da li 
geral Ax! 4 y! - 24x + Ay 4 Pop ido y 


169) Determine a equação polar da 
equação paramétrica | 


х =3+20.сох@ 
y=2+165en8 ` 


170) Determine a equação de parábola P, c 
vértice coincide Фе оа бега жаы И 
4x — Ay +16 = 0 e cuja diretriz coincide com 


cixo focal da hipérbole к ‚an, E. 


171) Determine a cquação da parábola P 
vértice coincide com o centro da hipérbole 2x = 
Ty? — Ax My -19 = 0 e cuja diretriz coincide | 


* 
com o eixo focal da elipse rn 


172) Achar a distância do foco superior 
hipérbole 9y! — 16x? = 144 а cada алай 
assintotas. «9 
173) Pede-se a equação canónica da h 
passa pelo ponto A = (3, 1) e que seja t 
reta x = 2y = | = 0 (o eixo focal co 
eixo X е o centro com а origem 


— Lugares Geométricos 


DEFINIÇÃO ` 
M Lugar geométrico é o conjunto dos pontos do plano que guardam determinada 
propriedade 


[120 Principais lugares geométricos 


n circunterê 
1) Mediatriz: Lugar geométrico dos pontos que estão a uma mesma distância de dois pontos distintos. 


ncia; Lugar geométrico dos pontos que estão a uma mesma distância de certo 
ponto, 


m Bissetriz: Lugar geométrico dos pontos que estão a uma mesma distância de duas retas secantes. 


IV) Arco capaz: Lugar geométrico dos pontos que enxergam det a 
ângulo constante. 3 gam determinado segmento de reta sob um 


y) Eixo Radical: Lugar geométrico dos pontos que possuem igual potência de ponto com relação à duas 


circunferências. 
VI) Elipse: Lugar geométrico dos pontos cuja soma das distâncias a dois pontos distintos é constante. 


VII) Hipérbole: Lugar geométrico dos pontos cujo módulo da subtração das distâncias a dois pontos 


distintos é constante. 


11) Parábola: Lugar geométrico dos pontos que estão a uma mesma distância de um ponto e uma reta 


DETERMINAGÄO DE UM LUGAR GEOMÉTRICO 
— Existem duas manciras de determinar um lugar geométrico 1) identificar, dentro da situação 
as propriedades que definem os principais lugares geométricos (listados no item anterior): 
lir um par de eixos e desenvolver algebricamente à propriedade que define o lugar geométrico. 


Чо uma equação que relaciona as coordenadas dos pontos do lugar geométrico. 
m lugar geométrico. Observe com detalhe os 


existe um método universal para determinar ш 
resolvidos, onde são aplicados vários instrumentos para а identificação de um lugar 


нон A panic de deis pomos ^ ^ ^ 
ntes a C que se interceptam num ponto P, ш! que РА = PB =k. 
nét ico de P é uma: 


c) parábola - 


re os pontos A(=1,0) e (2,0) e naju € Capitulo Y, y 

d ШИ ИЙ ros Goomóirico, 

зай NA 0 m, A reta n é tangente n C e contém теш de raio R tan, 

o B. Sabendo que a origem não pertence às My fe ча r também é Ben 4 

ponto de interseção de ri e rj по se varlar R no la a DN do lugar 
, 5). 


песе Xen ^" = Y, Tem-se que: 

„лое I, B = RO 2, Podem ocorrer dois саков; 

a no triángulo PAB Г) С onid en 

| (II) C está exsinserita ao triángulo PAB 


Em qualquer caso & YB)- (PX & XA) |12- (4) *) 
Portanto, P descreve uma hipérbole de focos A c B e eixo real 2a . Assim, o eixo focal é 2e= 2- (= 1) 
nário é 2b™ 24/2. O centro é o ponto médio de AB: (1/2,0). 


do que o eixo imagi 
v vv 2 
И: 
| 0 lares e y! e =0 


ção do lugar geométrico de P é: $ 
A 


coordenadas A(1,0), 


{ [pp PA|- (PY 


que o ponto R pertence à 


2007) O quadrilátero BRAS, de 
(ху!) © S(xp,y2) é construido tal que = RS = 90°, Sabendo 
с yextl, determine a equação algebrien do lugar geométrico descrito pelo ponto S ao 


sobre t. 
=xtl então é da forma R: (û, à ^ 1) 
ar2 


11) (IME-2009) Um triángulo isösceles possui seus vertices da base sobre о 
terceiro vértice, B sobre o eixo positivo das ordenadas. Sabe-se que a base mede b i ] = 
й = 120", Considere o lugar geométrico dos pontos cujo quadrado da distância à Stats: êngulos apong 
triángulo é igual ao produto das distáncias as outras duas retas que suportam os dove da base dy 
Determine a (s) equação (es) do lugar geométrico e identifique а(50 curvas(s) descritas), outros lados, 
Solução: 


Sejam A, B e C os vértices do triángulo. No sistema dado, considerem-se Al 
bv3 is B "e jängulo é isósceles) e P( 
0,= | (pois B mede 120° e o triángulo é isósc € P(x, y) um ponto Pertencente ao sa 
6 
geométrico. Sejam M, N e Q as projegöes do ponto P sobre os lados AC, AB e BC. reg 
Então PM? = PN. PO (*) 
reta AR : 2,3 x - 6y + bv3 =0 
reta BC X - 6y be =0 


23x - 6y + b43] |-243x - 6y + b4/3| 5 (ы-у =(2V3x) 
De (*), vem: iy? - eye 


(243) «cor Ana a o 48 үз 


48у? = 3b? — 12b43 y + 36y! - 12x] = 
12x? + 12у? + 1243 у= 32 ou 12x? - 84 + 12b/3y=3b > 


boy Му 
zo). coa 


pectivamente, 


2 r 
xx 3 = b^: circunferência de centro em (1-28) e de raio b. 
(XY 


e DM ' bv3 b b 
ou gan 5 = 1: hipérbole centrada em ER com semi-eixo real Fi € imaginário T 
(5) 6) | | 
12) (IME-2013) Considere um círculo com centro С, na origem, e raio 2. Esse circulo intercepta o ci 
das abscissas de A menor do que a abscissa de B. Considere P e Q, dois pontos desse círculo, © 
ordenadas maiores ou iguais a zero. O ángulo formado entre o segmento CP e CQ vale n. Dete 


eres do lugar geométrico descrito pelo ponto de interseção dos segmentos AP е BQ internos ao | 
Solução; 


Fer an 


} rad. 
ЗЫ 3 do quadrantes) de vi 
l imeiroe segundo quadrar s visar o segmento, fixo, AB sob um ángulo d 
юр Sendo O o centro da circunferência que pres ve 
contd’ AMB, uma vez que tal arco mede 120°, no triángulo BOA, бое 
voro beg RES de 4 ба, ê dll rni AD Gece an 


Dai, segue diretamente que o ponto M 
i pertence a um do: 
5 arcos capazes (| 
o 


2 4 И 
1 Е é o raio da mesma, Além disso, OC = AO-cos 60° = 


2 
di Эн E 

5 ==, ou seja, O tem coordenadas (0, -25 ) 
3 3 „ 3 . 


Dessa forma, a equagäo do lugar geometrico procurado é 


443 


4 
a+ Y. que equivale a x’ + i d m 
3 3 N a 


q com a condição de y não ser menor ou igual a 0. 
13) @МЕ-2012) Considere uma reta r que passa pelo ponto P(2.3). A reta r intercepta a curva х? - 
=¥ = 0 nos pontos A e B. Determine: 

ajo lugar geométrico definido pela curva; 
Er possivel(is) equação(des) da reta r, 


sabendo que PA. PB =17. 


-- =0 e (x-y?- (912) =0 ex-ytyv2=0 oux-y-yv2=0 =у= А E ou 


AS y=-(1+ V2)x ou y = 


2 pe 


а= -( 1), respectivamente. 
seta partir de agora, são perpendiculares e fixas. tal 


sempre serão vértices de um triângulo retângulo em O, insento numa 
duas possibilidades para P: ser um ponto intemo ou 


perpendiculares na origem, com coeficientes 


ponto P, tem-se que 
ferénc variável x. Em relação à a, há 


translação de cixos coordenados transforme a equação dy? yy? у N- 
* dos termos de grau um. 
Solução: — V 
azendox=x"+h e y=y'+k: x 
0 +k)+1=0 > 
* + (2k - Gy +4h’-6k + 1 =0 


Sh +8 = 0 
Este equação será desprovida dos termos de 1" grau se: ji 60 = Pez? kā 
Substituindo estes valores obtém-se a equação transladada 4x"? + y" 12, 


8.4. ROTAÇÃO DE EIXOS 


Suponha um sistema carte, 
хОу. Neste sistema é dado u 
Rotacionando о Sistema 
ángulo 0 (0 < û 5 90°) 
sistema cartesiano ortogon 
cada eixo a mesma ese 
Neste novo sistema as coordenadas 
POL y’), È possivel obter uma 
s de P nos dois eix 
=r faz um ângulo В com o eix 


al x'Oy* 


os 


*r. cos В e y'= rsen В 
X = ricos (0 + B) c y = rsen (0 + f) 


i X = X'.c08 Nen 
Desenvolvendo os termos trigonométricos de x e Y segue que: 3 


is D ‚ | N'* X.cos 0 + y.send 
Resolvendo esta sistema para x" e y" obtém-se: m ао 


ala do Sistema de 


y oe 


3 


siano q 


obter um 
» Mantendo tm 


on; d 
de Р аку ae 


relação entre as 


- Supondo que 


oN 


De posse de 0 pode fazer а substituição [x 7X'cosÜ-y'seng — ) y 

В Y=X'senO+y' cos 1а equaçã і 
Ах? + Вху + Cy’ + Dx + Ey + F = 0, encontrando assim uma equação n O original de 2. 
ov qa do y i 


^ 


Observagöes: ORT 


1) Perceba que se A = С teremos um valor indeterminado de tg 20, 
Deste modo, deve-se ter 20 a = 0= 4. 


2) Observe também que a rotação não altera o valor do termo independent 
a origem dos sistemas хОу e x'Oy' não é alterada. ©Ё. Isto ocorre Pois na rotas 


11.4.1. Teorema: 

Em uma rotação de eixos que transforma uma equação da forma Ax? + Bxy + C 

uma equação da forma Ax B'x'y + Cx + Dix? + Ey +F ne y +Dx *EysFep us 
DA+C=A'+C'; 

ii) B?-4AC = B" AC. 

Demonstragäo: 


х= х'.с050-у'ѕепд 


i) Fazendo ee у= oi na equação geral de 2º grau Ax? + Bry + СУ + Dy +! 


Ey +F = 0 obtém-se A’ = A. cos: 0+ Эзеп(28)+ Csen'0 еС'= Asen?0 -B son(20)+ Cos p. 
Assim: A’ + С? = A(cos/0 + ѕеп20) + C(sen’0 + cos/0) = А + C 

ii) B — 4A'C'-[(C- A)sen(29) + Boos Q0] ES б Б) Сма ES 
= (C - A}’sen?20 + 2B(C — A)sen(28)cos(28) + B?eos?29 — 4(A? + C?)sen'ücos!'8 — 

— 4AC(sen'6 + co) + 2B(A — C)(cos?0 — sen 0)sen(20) + B'sen^20 = 


= B*(cos?20 + sen?20) + 4(А + С? — 2AC)sen?Ocos?0 — 4(A? + C^)sen'ücos' - 4AC(1 = 2 
= B= A.... 


Observação: A aplicação deste teorema faz com que a determinação dos coeficientes A' e. 
de forma bem mais rápida. Uma vez que A’ + C° = A + C o valor de A’ + C' é determi 

2 — 
Como B' = 0 segue que c BE, De posse de A’ + C' e A'C' pode-se determit 
de A’ е C’, montando a equação de segundo grau x^ = (A^ + C')x + A'C' =0. 


rotação que transforma a equação 2x? + xy «Y^ = 


- b) parábo 
a) clips le d) T 
c) hij " 
12 (1TA-67) Qual o lugar geométrico dos pontos, 
cuja soma das distâncias a duas retas que se 
со „ é igual a uma constante K? 
ajum quadrilátero 
b) uma circunferência 
c) uma reta passando pelo ponto de interseção das 
retas 
d) uma elipse 
¢) uma hipérbole 
(ITA-71) Dada uma circunferéncia de 
AB, centro O е um ponto С da 
circunferência, achar o lugar geométrico dos 
pontos de inter ssão do raio OC à paralela ao 
diâmetro AB e passando pelo pé da perpendicular 
а AC tirada por fap 
a) um segmento de reta paralcla a AB; 
b) uma circunferência de raio 2R/3 e origem O; 
ey uma cireunferência de raio R/2 e origem O: 
d) uma elipse de semi-eixo maior OA; 
e) N.d.r.a. 


13) 
diámetro 


do lugar geométrico 
nais dos retängulos 
n AB 


14) (ITA-74) Uma equação 


das intersecções das diago 
inscritos no triângulo ABC e com um lado em 


(figura abaixo) é: 
y 


a) x + 


E y= 
с 


2 
e) ax +3(b +c) y = ace 
d)x+cy+ab=0 
e)N.D.R.A. 


15) (IME Militares-91) Sejam x © Y coordenadas 

de um ponto M de uma elipse. Sejam A e A’ as 

es do eixo maior da elipse. Determine а 

identifique o lugar geométrico do 
triángulo AMA’. 

"ЧА 


329 


Geométricos 


u Seja xOy um sistema de coordenadas 
artesianas ortogonais. Com referência a est 
sistema, consideremos um ponto P = (2, 0) e ven 
reta r cuja equação é x — 1 = 0. Qual o lu E 
geométrico dos pontos do plano cujas discs 
ao ponto P e à reta r sào iguais? 

a) Duas semi-retas, cujas equações são: x — y — 
1,5=0 ех+у- 1,5 =0, сотх 2 1,5. 7 
b) uma circunferéncia, com centro no ponto (3, 0) 
e raio 1,5. 

c) Uma parábola, cuja equagäo € y = 2-3. 

d) Uma parábola, cuja equação é y =2x-3. 

e) Nenhuma das anteriores. 


17) (ITA-84) O lugar geométrico da intercessäo de 
duas retas, uma passando pelo ponto (0, =) com 
coeficiente angular a;, a outra passando pelo ponto 
(0, 1) com coeficiente angular a; tal que 

ay? + ay” = 2, ё 

a) (xa) + (y - aj =1 


dy- ах? 


bx -y =1 


* 

istema de coordenadas 
considere a familia de 
am pelo ponto (2, — 1/2) e 
la reta y = — 3/2. Então a 
dos centros dessas 


18) (ITA-85) Num 5 
cartesianas ortogonais, 
circunferências que pass 
que são tangenciadas pe 
equação do lugar geométrico 
circunferências é dado por: 
а)х2-4х-2у+2=0 
b)y-2y-5x—2=0 

¢) x2 + - 7y + 3 =0 
djy -4y-2x-3=0 

e) x+y -2x+y-2=0 
sistema de coordenadas 
seja (L) o lugar geométrico 
satisfazem a seguinte 
y) ao ponto Q(6, 0) 
y) ao eixo das 


19) (ITA-87) Num 
cartesianas ortogonais, 
dos pontos P(x, y) que 
condição: “a distância de P(x, 
é igual à distância do ponto P(x, 

ordenadas”. Nestas condições (L) é: 
a) uma parábola de equação y^ = 6x 

1 
1 


b) uma elipse de equação = 


c) um quadrado 
d) uma hipérbole de e 
e) uma parábola de equação y 


quação 3х? — ay = (6)? 
2_ 12x (36-0 


г) e (5) dadas 


ejam as relas ( 
-4y+12=0 


20) (ITA-90) 8 
uações 3X 


respectivamente pelas eq! 


€) o lugar tulo 8, " 
REG o ER LC 
Pad асаав ( е (s) Uma 
n que descreve (1) é dada por: 6 
Dx ду+8=0 b) 3x +4у+8 = 


forma que estas ta 
entre si. 


26) (IME-81) Dados dor . 
ABC e A BC traça-se Au Vián 


los em 
+1=0 dx+y=0 encontra оз lados АС Сака, 
so prolongamentos, nos Poma? OU o Me 
e) IX 4y- respectivamente. Determine OS DN 

] 21) (ITA-98) Considere a hipérbole H e a parábola 


j ações são, respectivamente, 
ута -2=-20 e (y-3) =D. 
Então, o lugar geométrico dos pontos P, cuja soma 
dos quadrados das distâncias de Р а сайа um dos 
| focos da hipérbole H é igual ao triplo do quadrado 
da distância de Р ao vértice da parábola T, ё: 


QG-3* KER 


3 
Ray 

b) a hipérbole de equação LY =1. 

c) O par de retas dadas por y = + (3x - 1). 

d) A parábola de equação y^ = 4x +4, 

€) A circunferência centrada em (9 , 5) e raio 


N120. 


LM 


dos pontos de encontro das a, ö ger M 
ур. SBD ocê 


to 


a) a elipse de equação 


27) (IME-83) Determine 
а sua natureza, do lugar 
que se desloca de tal forma que o x 
AURA Чайга 
distáncia ao Ponto (1, 1) é proporciona “e u 
distância à reta x + y =0. = 


а equação, identifi 
280, 1 
geométrico de um we 


22) (IME-65) Sobre uma circunferência toma-se 
um ponto qualquer A, A partir desse ponto, 
traçam-se retas secantes, tendo como comprimento 
o dobro das respectivas cordas. Definir, provando, 


о lugar geométrico das extremidades das retas 
assim construídas. 


28) (IME-84) São dadas duas retas paralelas per 
€ um ponto O, Determine о lugar geométrico pe 
pés das perpendiculares baixadas de 0 
segmentos da reta AA”, Vistos de O sob um ângulo 
reto e tais que A pertence are A` pertence ar 
Sabe-se que: distancia de : 


; е que: | Oard; distância de Oa 
U: p; distância derer: p-d. 


29) (IME-85) Uma reta My passa pelo ponto fixo 
Pi-1,-3) e intercepta a reta ту: 3x + 2y - 60 no 
ponto A e a reta my: Y = 3 = 0 no ponto В, 
Determinar a equação do lugar geométrico do 


ponto médio do segmento retilineo AB à medida 
que a reta m, gira em torno do ponto Р. 


23) (IME-74) Dado um ponto fixo A, sobre uma 
circunferéncia C, de raio r, determine o lugar 
geométrico das interseções das circunferências que 


têm por diâmetros duas cordas da circunferência 
C. perpendiculares entre si 


* © que passam pelo 
ponto A, ` 


30) (IME-86) Calcular a equação e identifique o 
lugar geométrico dos pontos médios er 
Segmentos determinados pela interseção da cón 


de 
i Sx. — бху + Sy! — 4x — 4у - 4 = 0 com as 1085 
; Considerada positiva ^ igual a 1/2. 

Orientação do triángulo, pe Coeficiente angular igual a 

Orientação axiomática. 


31) (IME-86) Dados dois pontos лев АВ 
= d), consi utin 2 


triänguli ja constante e igual a K, K e IR. 
желй ee a equação do lugar 
em do ponto médio do segmento PQ. 


i ABC tem base AB 
= Lo yee allege garden C desloca-se ao 
eee reta s, paralela a r c a uma distância 
h da mesma. Determine a equação da curva 
descrita pelo ortocentro do triángulo ABC. 


46) (IME-72) Seja E a elipse de equagäo 
сс REY e t uma tangente variävel. Sejam 
2 2 

a’ b 

M(xo; 0) e N(0; yo) as interseções de t com os 

eixos coordenados Ox e Oy, respectivamente, 

Determine a cquagäo cartesiana do lugar 

geométrico descrito pelo ponto P(xo; yo) e esboce 

о seu grafico, 


47) Determinar o LG dos pontos (x, y) tais que a 
soma dos quadrados de suas distâncias às retas 5x 
*12y-4-0 e 12x-5y+10=065, 


48) O triángulo ABC possui fixos os vértices A(0, 
0) e B(9, 12). O seu vértice C move-se de modo 
que, para todas as suas posições, AC = AB. 


Determine o lugar geométrico do baricentro do 
triángulo ABC, 


onsideram-se 2 pontos 
„C. fora do segmento 
AB; achar o lugar da intersegäo das tangentes 
i um dos círculos tangentes 


à XY no ponto C. 

50) Considere em um plano dois círculo 

senio do cies ee a = 

cen с säo i 

estes dois circulos, C Tt 

51) Uma circunferéncia de raio variével 

N A в A^ Qui E o pr 
omen extremidades de jämetro 

paralelo а AA"? =: 


53) Determinar o lu — ares م‎ 

parábolas que admitem — o. he 
uma reta г е que passam por сте 
54) Ет ита 
М pertencente а 
da tangente com 
Fazendo esta tan; 
geométrico do po; 


55) Em uma parábola sej 

ja T) 
сот M pertencente à m M 
interseção da normal com 
parábola. Fazen; En 


: ido esta n 
ugar geométrico do 
TM. Ponto 


Bente variar, 


nto médio do Segmen, 


хо de 


SEE 


56) Um triängulo retän lo A| vé 

ângulo reto fixo. O Vértice pe re nice do 
dada rca hipotenusa BC Permanece те 
a r. Determinar o lugar Ecométrico o Vértice C 
57) Determinar © lugar Ecométrico dos 


diferença dos quadrados das distâncias a = 
© um ponto dados tem um valor constante y ** 
58) 3 o lugar Ecométrico dos 

circulos que passam por um 

interceptam uma reta r нле bs 
comprimento Constante 2/ - 


59) Sào dados um ponto fixo A e 
sobre a qual desliza um 
Comprimento constante 


60) Seja ММ” uma corda focal móvel 
Parábola. Determi M. 


os ly 


analítica pode ser aplicada Na demone acie 
Mais uma situação om qi ar a equação de cada ret e determinar а — de du doe 
as herd demora que ене ponto pertence à terceira na 


Exemplos: 
1) Demos que as 3 alturas de um triângulo são concorrentes 
Considere um sistema de emos cartesianos com 


em F, pé da altura dc C, com cizo x sobre a rota АҢ, 


eixo y sobre a reta CF. Supondo que AF = а BF =p 
CF = c tem-se A(- a, 0). ВО, 0) e С(0, c) 


Ё ا‎ b 
z-— =- 
" b vc 


Rota AD: y - ya = тах - x4) > y rds] 
Е 
ab 
Fazendo x = 0 tem-se que у, == 
c 


C a 
ye == > mye =~ > а ВЕ уув = табх ха) > y--—iz-b) 
€ 


Fazendo x = Û temse que yy = > H=H = as3 alturas de AABC são concorrentes 


2) (IME-ST'8S) Sobre оз catetas AB e AC de um triángulo ABC, constroem-se dois quadrados ABDE € 
ACFG. Mostre que os segmentos CD, BF e altura AH são concorrentes. 


Será adotado um sistema cartesiano com centro em A e ces sobre as 
retas AB е AC. Fazendo AB = ce AC = b tem-se 
A(O, 0), Bic, 0), C(O, b), Dic, - c), E(0, — c), F- b, b) e Gi- b, 0) 


Er e 
rea АН: y=— == 
y= xy 5 


100) a 101) К(х) NX 1 
22 103)-1 104)5 
106) m=-3,n=-5 3116 


_35|x? 3x 
108) ра 


98) c ; 
102) P(x) = x /6 - X 
105) - (x + 2)/3 e 1/3 


107)р=-6 e 951 
109) P(x) = (x + DIR = 6)(x + 5)( – 2) 60 : 111) n par TN 
> impar: 9 


| au ae 
ob 26 d- u- ef b) 5242, 245 113)21 


Respostas dos Exercicios 


Nível I 
02) ad = be 03) 2m 05) 2x7 3 05) q(x) = Sx + 4x! gt 
07) r=-20 08) - 1/2 09) x'/8 + x + 3/2 Hd 


10) г=0 а(х) = х" + ax" 2+ do a 
11) г= 2а" q(x) = x" eat a 
12)r=0 (senpar) ou r 2a" (sen impar); q(x) =x 
13) r= 2а" (se npar) ou r=0 (sen impar) 


q(x) = x" ax” a aa“ Ea 


TEXT 


URL А 
ax + adyt аа! tact eget 


14) para todo n natural 15) r(x) = 3x +7 16) 4=1,B=2e C=-3 
17) а(х) = x07 22071 .f En 18) % le p=+y2 M 
19) c=0 20)a=-1eb=-3 21)m=q e p=-g-1 ] 
22) 1) т=0 e р=д+1; 2)p=q-m +2 23)a=-5 

24)4=3 c B=-4 25) p(x) =x 

2)i)a=2eb=1 й)а=-1е b=-8 


28) q(x) = 2x" + 4x"! + 6x" 7? + Bx" + „+ 200 1)x? + 2nx+n 


Nivel 2 : 
02) r(x) =x 03)2^*!—1 04) a= n/(n - 2) 05) 4=n e B=-I-n 
11) P(x) = 8/3 + х?/2 + х/6 +d, de RN 12) р(7) = 727 13) p(9) = 40410 i 
14) p(n + 1) 9 n! + (n+ ty! 15)5 

16) P(x) = х? (21/8)x + x? (1U4)x* — 3x — 1/8 

17)2 19) a) n = 6k — 1: b) não existe n 20) P(x) = 16(x/4)" 


23) i) n par: P(n + 1) = n/(n + 2); ii) n impar: Р(п + 1)=1 
a 
24) n tem que ser múltiplo de 4; i) se n for múltiplo de 8 => =) ii) se n não for: mü 


0) М 


26) р(х) = k(x — 16)(x = 8-48 = 2) 32) A(x = 3 з3)х?-1 
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a- ASA + 64027 + 3227; 0) 64/17 
a ed 9)2)-1«m« lb) m*0 
$) a) Duas res; b) y =2x + 1ey 7 9/276 
©з 9d LUE 
100 102) 5 
105) dx - 5-20 =0 107) d 
nos nune 112)4 
1Hy(- 58.25€) e (5,132) ıe 
18) 2513 ne 120) (2, 3) 
126) (172, 13/4) 127)х-у-4=0 


1M5sx-Ty-3=0 
pa + m) - a - m) 7 0 


04)а 05) d 
"c Me 

14)c 15)e 

Wd 

220 254 

2705 28) c 

Mc 334 

374 Me 

413 4 

477 

52)ь 536 

57)а 590 

62а 64 

67) FFFYV 08) 
med 73) УУРУУ 
Tb 78) 

2) с LUE 

58) b mw) /2/2 
93)3 94) d 

98) b 99) c 

103) d 104) b 

108) d 109) b 
113) 4 

116) -2/2-8 MT OS 
124) (- 1,4) 


129) 3x + 4y - 127 0 


